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SO’Z BOSHI

Ushbu o’quv qo’llanma pedagogika oliy ta’lim muassasalari «Matematika va 

informatika» ta’lim yonalishi uchun «Differensial tenglamalar» kursining dasturi 

asosida yozilgan bo’lib, uning asosiy qismi «Fizika va astronomiya” ta‘lim 

yo’nalishida ham foydalanilishi mumkin.

Mustaqil o’rganuvchi talabalar uchun qo’llanmadan foydalanishni osonlashtirish 

maqsadida muhirn nazariy ma'lumotlar keltirilgan, bu ma‘lumotlami bilish misol va 

masalalami tushunib echish uchun zaruriy hisoblanadi. To’liq nazariy maMumotlami 

qo’llanma so’ngida keltirilgan adabiyotlardan topish mumkin.

Qo’llanma uch bobdan iborat bo’lib, birinchi bobda birinchi tartibli oddiy 

differensial tenglamalar, ikkinchi bobda yuqori tartibli oddiy differensial 

tenglamalarga oid asosiy ma'lumotlar, ularga doir misol va masalalar yechish 

namunalari, amaliy mashg’ulotlarda hamda mustaqil ishlash uchun misol va masalalar 

keltirilgan. Qo’llanmada differensial tenglamalar yordamida fizik va geometrik 

masalalami yechishga alohida e‘tibor berilgan. Uchinchi bobda Maple® kompyuter 

algebrasi vositasiga tayangan. masalalar yechish metodikasi bayon qilinib, bunda 

differensial tenglamalami analitik hamda taqribiy yechish, grafiklarini chizish 

ko'rsatilgan. Shuningdek, mazkur qo’llanmada individual vazifalar to’plami ham 

berilgan.

Ushbu qo’llanmani o’qib chiqib, o’zining qimmatli fikrlarini bildirgan professor 

O ’.Tosmetovga va fizika-matematika fan lari nomzodi, A.Xashimovga samimiy 

minnatdorchiligimizni bildiramiz.

MuaUiflar.

з



I-BO B. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR.

l-§. Asosiy tttshunchalar. O’zgaruvchitori ajraladigan tenglamalar.

1. Asosiy tushunchalar.
x  erkli o’zgaruvchi, shu o’zgaruvchining у  funksiyasi va y '  hosilani 

bog’lovchi
F ( x ,y ,y )  = 0 (1)

munosabat 1- tartibli differensial tenglama deyiladi.
Agar (1) munosabatda у  ni <p{x) funksiya bilan almashtirish natijasida 

F[^x,(p{x),(p\x)) = Q ayniyat hosil bo’lsa, <p(x) funksiya (1) tenglamaning yechimi 
deyiladi.

Agar
дФ ЭФ , „----+ -----у  = 0,
д х д у

Ф (х ,у ,С ) = 0
munosabatlardan С  parametr yo’qotilgandan so’ng (1) tenglama hosil bo’lsa, u holda

Ф (* ,* С )  = 0 (2)
oshkormas funksiya ( 1) tenglamaning umumiy integrali deyiladi.

Ixtiyoriy С o ’zgarmasga ma‘lum С = C0 qiymat berish natijasida 
Ф (х,у ,С ) = 0 umumiy integraldan hosil qilingan Ф(х,>,С(1) = 0 oshkormas funksiya 
(1) differensial tenglamaning xususiy integrali deyiladi.

Geometrik nuqtai nazardan umumiy integral koordinatalar tekisligida С 
parametrga bog’liq bo’lgan va tenglamaning integral egri chiziqlari deb ataladigan 
egri chiziqlar oilasini ifodalaydi. Xususiy integralga bu oilaning С = C0 ga mos 
bo’lgan egri chizig’i mos keladi.

Ayrim hollarda (2) dan
y^(f{x,C) (3)

ko’rinishdagi ( 1) tenglamaning umumiy yechimini hosil qilish mumkin.
Umumiy integralni, shuningdek umumiy yechimni topish jarayoni (1) 

tenglamani integrallash deb yuritiladi.
Izoh. Ayrim hollarda qulaylik tug’dirish maqsadida o’zgarmas С ning o ’miga 

kC yoki £lnC olinadi, bu yerda к -  ixtiyoriy son.
С o ’zgarmasga ma‘lum C = C0 qiymat berish natijasida y-ip(x,C) umumiy 

yechimdan hosil qilingan har qanday у  = ф(х,С0) funksiya (1) differensial 
tenglamaning xususiy yechimi deyiladi.

Qulaylik uchun ( I) differensial tenglama hosilaga nisbatan yechilgan



^  = f ( x , y )  (4)dx
tengiama shaklida yoki simvolik ravishda differensiallar ishtirok etgan

M (x,y)dx + N (x,y)dy = 0 (5)
tengiama shaklida ifodalashga harakat qilinadi.

Izoh. Ayrim hollarda (4) o’rnigay ni erkli o’zgaruvchi deb, shu o ’zgaruvchining

jc( у ) funksiyasiga mos —  = — —̂ tengiama ham qaraladi. 
dy f ( x ,y )

( 1) tenglamaning boshlang’ich shart deb nomlanadigan
yixa)=yo [ (6)

ko’rinishdagi shartni qanoatlantiradigan yechimlarini topish masalasi Koshi masalasi 
yoki boshlang 'ich masata deyiladi.

(4) tengiama uchun Koshi masalasi qisqacha quyidagicha yoziladi:

£  = - v U ^ o

Koshi masalasi geometrik nuqtai nazardan qaraganda barcha integral egri 
chiziqlar ichidan berilgan (x0,y0) nuqtadan o’tuvchi integral egri chiziqni topish 
masalasidir.

Agar (xa,y0) nuqtadan ikkita va undan ko’p integral chiziqlar o’tsa bu nuqtada 
yagonalik sharti bajarilmagan deb yuritiladi.

Agar (1) tenglamaning tp(x) yechimi uchun ixtiyoriy (дс0,#>(дс0)) nuqtada 
yagonalik sharti bajarilmasa u holda <p(x) maxsus yechim deyiladi.

Izoh. ( 1) differensial tenglamaning <p{x) maxsus yechimi (agar mavjud bo’lsa) 
С  ning hech qanday qiymatida (3) ni (shuningdek (2) ni) qanoatlantirmaydi.

Maxsus yechimlami aniqlash uchun alohida usullar mavjud. Biz ulami 5-§ da 
bayon qilamiz.

Berilgan y' -  f(x ,y) tengiama aniqlanish sohasining har bir nuqtasidan o’tuvchi 
va abssissa o’qi bilan a  = arctgf{x,y) burchak tashkil qiluvchi to’g’ri chiziqlar 
oilasiga differensial tenglamaningyo ’nalishlar maydoni deyiladi.

Har bir nuqtasida yo’nalishlar maydoni bir xil bdlgan chiziq izoklina deyiladi. 
Izoklina tushunchasini yana quyidagicha izohlash mumkin:

Bir hil yo’nalishga ega bo’lgan integral egri chiziqga o ’tkazilgan urinmalar 
urinish nuqtalarining geometrik 6mi izoklina deyiladi.

y ' = f ( x ,y )  tenglamaning izoklinalar oilasi f(x ,y)= k  tenglamalar bilan 
aniqlanadi.

(4) tenglamaning (x0,.y0) nuqtadan o ’tuvchi integral chiziqni tasvirlash uchun к 
ning yetarlicha ko’p qiymatlariga mos izoklinalar chiziladi. Har bir izoklina bo’ylab 
mos burchak koeffitsienti к ga teng shtrixlar yasaladi.

(jr0,y0) nuqtadan boshlab har bir izoklinani mazkur strixlarga parallel ravishda 
integral chiziq yasaladi.

1 Koshi Lui Ogyusten (1789-1857)- fransiyalik matematik.



1 -rasmda mazkur yasashlar —  = y l tenglama uchun amalga oshirilgan. Bu 
dx

1-rasm.
2 .O’zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar.

У = f (x)g(y)  (7)
ko’rinishdagi differensial tenglama о 'zgaruvchilari ajraladigan tenglama deyiladi.

(7) tenglamani
У -  f ( x ) g ( y )  = 0; 
d y -  f  (x)g(y)dx  = 0;

_ / ( , ) &  = <> ( £ 0 0 * 0);

ko’rinishlarga keltirsa bo’ladi.

f ( x )  = -A - (*); —■?— = Г (>-);
g(y)

belgilashlami kiritsak, natijada о ’zgaruvchilari ajralgan
X (x)dx+ Y (y)dy = 0

tenglamaga ega bo’lamiz.
Ravshanki, bu tenglama

jx (x )d x  + jy (y )d y  = С

ko’rinishdagi umumiy integralga ega.
Izoh. (7) tenglama uchun mos bo’lgan g (y )  = 0 algebraik tenglamaning у  -a 

ko’rinishdagi yechimlari alohida tekshirilishi lozim, aks holda maxsus yechimlami 
yo’qotish mumkin.

Misollar. Quyidagi differensial tenglamalami yeching



a) уу* = —?£_ в Ь) /  = Л  с) У + sin(jc + у) = sin(jc -  у ) .
COSJ>

Yechish. а) >у' = ------ tenglamani soddalashtiramiz:
cos^

yco sy -~ = -2 x< ^>  у  cos ydy = -2xdx  
dx

Oxirgi tenglama o ’zgaruvchilari ajralgan, uni integrallaymiz:
Jy  cos ydy = - 2  Jjxdx

Chap tarafdagi integral bo’laklab integrallash usuli yordamida hisoblanadi:
f [u = y; dv = cosydy;\ r .
\ycosydy = < > = Is in > ^  = >’sin>' + C0s.y
3 [du =  dy, v = sin у  J J

Natijada
j/sin у  + cos у  + x2 = С 

umumiy integralni hosil qilamiz .
Javob: _ysinj/ + cos_y + x! = C .

b) Berilgan /  = y% tenglamadan o’zgaruvchilari ajralgan

у  ^ d y - d x
tenglamani hosil qilamiz.
Bu tenglamani integrallaymiz:

j y  %dy = jdx

Bundan 3 - x  = C ko’rinishdagi umumiy integralga ega bo’lamiz.

Natijada у  = + С )3 umumiy yechimni topamiz.

y% = о algebraik tenglamaning у  = 0 yechimi berilgan tenglamaning maxsus yechimi 
bo’lishini qayd etamiz.

Javob: у  = ~ { x  + C Y , y  = 0.

c) /  + sin(ji + y )  = sin(x -  y)  ifodani soddalashtiramiz:
X _ у _------  у  — у  -|_ д- +  у

У  + sin( x  + у)  -  sin(x -  у)  = 0 о  /  -  2 sin---- ^ ----- — cos------- -------- = 0 o

о  y - 2sin(-^)cosx = 0 <=> У + 2sin_ycosjc = 0 .
Oxirgi tenglamadan o ’zgaruvchilari ajralgan

^  - = -2  cos xdx
sin у

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani integrallaymiz:

f ^  = - 2  (cos xdx 
J sin_y 3



topamiz.
sin^ = 0 algebraik tenglamaning у  = n e Z  yechimlaridan har biri berilgan 

tenglamaning maxsus yechimi bo’lishini qayd etamiz.
УJavob: In

* 2
+ 2sinjt = C , y  = 7 in ,n e Z .

Misollar. Differensial tenglamaning berilgan boshlang’ich shartni 
qanoatlantiradigan yechimlarini toping:

a) —, = ln y  , y\ = 1. b ) ^ -  + ey = 0 , >1, . ,= ° .  
у  x

c) /  = x iy 1 + 1) , y \ ^ ^  = y 0 (bunda x0,y 0 - ixtiyoriy sonlar)

у  ydxYechish. a) Berilgan — = ln.y tenglamani ——  = ln>> ko’rinishda yozib, undan 
У' dy

o’zgaruvchilari ajralgan

У
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamani integrallaymiz:

\ d x = p ^ ,  x + C = j\n y d ( \a y ) ,  x  + C = ̂ - .

f:ndi j/(2) = 1 boshlang’ich shartdan foydalanib, С ning qiymatini topamiz:

2 + C = — ; => 2 + С = 0; => C = -  2;
2

Bundan 2(x - 2 )  -  In2 у  yani у  = e~'t2x '> ko’rinishdagi xususiy yechimlarga ega 
bo’lamiz.

Javob: у  = e : ̂ 7~~4.
y y f

b) ^ -  + ey = 0 tenglamani o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga olib 
x

kelamiz:

+ xe' = 0 => ydy + xeydx -  0 .
dx

Bundan quyidagilami hosil qilamiz:

— dy = - x d x ; f— dy = -  \xdx, 
ey 1e' J

Chap tarafdagi integralni bo’laklab integrallash usulida topamiz:

\ye-ydy = \ U=iy’ e>(fy = dv;\  = - e -yy -  h -e  y)dy = - e  yy - e  y = - e  y(y  + \)
\du = dy, v = - e  y;\



Bundan e~y(y + 1) -  —  = С umumiy integrallarga ega bo’lamiz. С ning qiymatini 

aniqiash uchun >>(1) = 0 boshlang’ich shartdan foydalanamiz.

e°(0+ 1)- — = С 
2

C = I
2

Natijada 2e~y(y  +1) = x 2+l xususiy integralga ega bo’lamiz.
Javob: 2e~y(y  + l) = x 2+l
c) y ' = x (y 2 + 1) tenglamani o’zgaruvchilari ajralgan tenglarnaga olib kelamiz:

dy = xdx

c dy e x"Bundan j 2  ̂= j xdx kelib chiqadi va biz arc tgy- —  = C  umumiy integralga va

y  = l8 С

umumiy yechimga ega bo’lamiz.
С ning qiymatini aniqiash uchun y(x0) - y o  boshlang’ich shartdan 

foydalanamiz.

arctsya = - f -+ С

Natijada у  = tg

С  = arctgy0 .

- + arctgy0 xususiy yechimga ega bo’lamiz.

Javob: y  = tg\^-~- + arctgy0 -

3. O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarga olib kelinadigan 
masalalami ko’rib chiqamiz.

Masala. Ustki (katta) asosning diametri d u pastki asosining diametri d2, 
balandlik H bo’lgan konussimon rezervuar suv bilan to’ldirilgan. Suv rezervuar 
tubidagi a diametrli teshik orqali oqizib yuborilganda rezervuar qancha vaqtda 
bo’shashini aniqlang. (2-rasm)

Masalani umumiy holda yechib, olingan natijani 
berilgan vaziyatga qo’llaymiz.

h balandlikka ( 0 < h < H ) mos bo’lgan idishning 
ko’ndalang kesim yuzi ma'lum S-S(h ) ko’rinishga ega 
bo’lib, u H  sathgacha suyuqlik bilan to’ldirilgan bo’lsin.
Idish tubida yuzi со bo’lgan tesh'kdan suyuqlik oqib 
chiqmoqda. Suyuqlik sathi dastlabki H  holatdan istalgan h 
gacha pasayish vaqti I ni va idishning to’la bo’shash 
vaqti T ni aniqlaymiz. Bunda idishdagi suyuqlik 
miqdorining o’zgarish tezligi v idishdagi suyuqlik sathi 
h ning maMum v=v(h) funksiyasi deb faraz qilinadi.

2-rasm



Biror / vaqt momentida idishdagi suyuqlik balandligi h ga teng bo’lsin, t 
dan м dt gacha bo’lgan dt vaqt oralig’ida idishdan oqib chiqadigan suyuqlik miqdori 
dv ni asosning yuzi со, balandligi v(h) bo’lgan silindr hajmi sifatida hisoblab chiqish 
mumkin.

Shunday qilib
dv-<o v(h)dt. (8)

Endi suyuqlikning ana shu hajmini boshqa usul bilan hisoblaymiz. Suyuqlik 
oqib chiqqanligi sababli idishdagi suyuqlikning h sathi dh'O  kattalikka o ’zgaradi, 
demak

dv^ - S{h)dh. (9)
(8) va (9) lardan ushbu o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga ega 

bo’lamiz:
со v{h)dt - - S(h)dh

Л /  I \

O’zgaruvchilami ajratamiz: dt = ----- ±r-~-dh
со v(h)

Oxirgi ifodaning chap tarafini 0 dan t gacha, o’ng tarafni esa mos bo’lgan H  dan 
h gacha oraliqlarda integrallaymiz va natijada

a>*v(h) ©*J v(A)
tenglikka ega bo’lamiz.

Idish batamom bo’shaganda h 0, shu sababli idishning to’la bo’shash vaqti T 
ushbu formula bo’yicha topiladi:

r - i Hm dh
CO 0J v(h)

Gidravlikadan maMumki, agar suyuqlik yetarlicha kichik teshikdan oqib 
chiqayotgan bo’lsa, u holda quyidagi Torrichelli qonuni o’rinli:

v(h) = ,
bu yerda g »  10 m/s2 -erkin tushish tezlanishi, ц - sarf bo’lish koeffitsienti (suv uchun 
ц » 0,6). Bu holda hosil qilingan formulalar quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

, = ^ r = z ^ w : \ ^ dh (l0)-' f j f i g  * -Jh ' (oufi-g  о -JhCO.

Ravshanki, berilgan konusning ko’ndalang kesim yuzi

S{h) = ^ [ d 2+ ( d ^ d 2) ^

formula yordamida aniqlanadi.
Shu sababli T uchun hosil bo’lgan formulaga ko’ra: 

h ,



g a  10 m/s2 va |x«0,6 ni inobatga olsak,

Г* <h9 5f - ( 3 di + 4d,d} + 8</22) 
a 7

taqribiy formulaga ega bo’lamiz.

Javob: Г = т ^ ( з , ,  + 4dtd2 + 8d22) « ° '05J ^ (Щ  + 4d,d2 + 8d22)

Masala. Massasi m, issiqlik sig’imi с o’zgarmas bo’lgan jism boshlang’ich 
momentda Го temperaturaga ega bo’lsin. Havo temperaturasi o’zgarmas va r (7 > r)  
ga teng. Jismning cheksiz kichik dt vaqt ichida bergan issiqligi jism va havo 
temperaturalari orasidagi farqqa, shuningdek vaqtga proporsional ekanligini e'tiborga 
olgan holdajismning sovish qonunini toping.

Yechish. Sovish davomida jism temperaturasi 7’0 dan т gacha pasayadi. 
Vaqtning t momentida jism temperaturasi T ga teng bo’lsin. Cheksiz kichik dt 
vaqt oralig’ida jism bergan issiqlik miqdori masala shartiga ko’ra

dQ=-k( T- f)dt
ga teng, bu yerda k=const - proporsionallik koeffitsienti.

Ikkinchi tomondan, jism T temperaturadan т temperaturagacha soviganda 
beradigan issiqlik miqdori Q=mc(T-r) ga teng. Demak, Q^mcdT. 

dQ  uchun topilgan har ikkala ifodani taqqoslab, mcd’Y -- k(T-f)dt differensial 
tenglamani hosil qilamiz. O’zgaruvchilami ajratish natijasida quyidagiga ega 
bo’lamiz:

dT к .
------ = -------dt.
7 —t me 

Bu tenglamani integrallab, quyidagini topamiz:
к  ^ 1ln|7 - r |  = ------f + lnC ,yoki T-x=Ce ш .

me
Boshlang’ich shart (t=0 da T=T0) С ni topishga imkon beradi: ^ = ~ z

Shuning uchun jismning sovish qonuni quyidagi ko’rinishda yoziladi:
kt

T = r  + ( 7 j - r ) e  mc. 
ч

Javob: /' = г + (7„ -  т)е ш .
Masala. Egri chiziqning istalgan nuqtasidan koordinata o ’qlariga parallel 

to ’g’ri chiziqlar o’tkazishdan hosil bo’lgan to’g’ri to’rtburchak shu egri chiziq bilan 
ikki qismga bo’linadi. Bu bo’laklardan Ox o’qqa yopishganining yuzi 
ikkinchisinikidan ikki marta katta. Agar egri chiziq M<A 1; 1) nuqtadan o’tishi ma‘lum 
bo’lsa, uni toping.

Yechish. Egri chiziqning M{x,y) nuqtasi orqali Oy o ’qqa parallel MA 
to’g’ri chiziq va Ox o’qqa parallel MB to’g ’ri chiziq o’tkazamiz (3-rasm)

Masala shartiga ko’ra SaltU = 2SCBM . Ma‘lumki,
x x

s ocma = j ydx, SrHU = SOBMA - SorMA = x y - \ y d x

n



Noma‘lum funks iy a uchun j  ydx  = 2] x y - 1  ydx  | yoki 3 jydx -  2 xy 

munosabatlami hosii qilamiz.

3-rasm
Oxirgi munosobatlaming ikkala tomonini x  bo’yicha differensiallash natijasida 

2x y ' =y differensial tenglamani hosil qilamiz. Bu o’zgaruvchilari ajraladigan 
tenglamaning yechimi /  ~Cx ekanligini topish qiyin emas.

Boshlang’ich shartdan foydalanib, C=1 ni topamiz. Shunday 
izlanayotgan egri chiziq y 2=x paraboladan iborat ekan.

Javob: y 2=x.
Quyidagi differensial tenglamalami yeching (1.1-1.20):

1.2. ( \ + y 2}dx = xydy.

qilib,

1.1. {\ + y 2}dx + (\ + x 2}dy = Q.

1.3. х ф  + y 1 + yy'-JI + x 2 = 0.

1.5.2 x j l - ^ 2 = y '( l  + x 2).

1.7.(x + 2 ) (y 2 + l)<fr + ( y 2 - x 2y 2)dy  = 0.

1.9. sec2xsec>'o!* = -ctg*sinyiiv .
1.11, (y  + xy)dx + (x -  xy)dy .
1.13. sinjccosyatr = cosjrsin^rfy.

1.15. x odx + \Jl + x 2dy = 0 .

1.17. У + ytgx = 0 .
1.19. (xy2 + y 2)dx + (x2- x 2y)dy = 0 .

Quyidagi Koshi masalalarini yeching (1.21-1.22):
1.21. y 2+ x2y ' = 0,v ( - l)  = l 1.22. 2(\ + e‘)yy' + e“ = 0,_v(0) = 0

1.23. (1 + х 2)у гсЬс-(у2-1 )х ус1х = 0, y{\) = - \  A .2 A .2 y '4 x = y ,  ^ |r=4 =1 >' = «Л "2

1.4. (x + \ f d y - ( y - 2 ' ) 2d x .

. J~ 2x 1.6 . yy  = ------- .
У

1.8. у 2 sin xdx + cos2 x  In ydy  = 0 .

1. 10. x + xy + yy '(i+ x) = 0 
1.12. yy '+ x  = 1 
1.14. l + (l + / ) e J =0  

1.16. y '(x2- 4 )  = 2xy 

1.18. y'-Ja2 + x 2 =
1.20. (xy2 + y 2)dx + ( x - xy)dy  = 0



1.25. у  = (2у  + ])cigx; у\х_, = \  . 1.26. /  = 2у[у\пх; y\x=t = 1
4 2

1.27. (1 + /)< &  = луг/у; y |i 2 =1. 1 .2 8 . / s in x - .y c o s x  = 0 ,y ^ Y j  = l .

1.29. Balandligi H=l,5m, asosining diametri D=lm  bo’lgan silindrik idish suv bilan 
to’ldirilgan. Suv idish tubidagi diametri d=5sm bo’lgan teshik orqali oqizib

) yuborilganda idish qancha vaqtda bo’shashini aniqlang.
1.30. O’q vo=200m/s tezlik bilan harakatlanib h=\0 sm qalinlikdagi devorni teshib, 

( undan V!=80m/s tezlik bilan uchib chiqadi. Devorning qarshilik kuchi o’qning 
' harakat tezligi kvadratiga proporsional. O’qning devor ichida harakatlanish T  vaqtini

toping.
1.31. A(0;-2) nuqtadan o’tuvchi va ixtiyoriy nuqtasida o’tkazilgan urinmaning

1 burchak koeffitsienti urinish nuqtasi ordinatasining uchlanganiga teng bo’lgan chiziqni
toping.
1.32. Egri chiziqning istalgan nuqtasidagi urinmasining koordinatalar o ’qlari 
orasidagi kesmasi urinish nuqtasida teng ikkiga bo’linadi. Shu egri chiziqni toping.
1.33. Jismning havoda sovish tezligi jism temperaturasi va havo temperaturasi 
ayirmasiga proportsionai. Agar havo temperaturasi 20°C bo’lganda jism 20 minutda 
100°C dan 60 С gacha sovisa, uning temperaturasi necha minutda 30°C gacha 
pasayadi?

2-§. Bir Jiasti differensial tengtamalar. J K _■ j

Agar / parametrning ixtiyoriy noldan farqli qiymatida f{ tx ,ty )= t" f(x ,y )  
ayniyat bajarilsa, j[x,y) funksiya n-tartibli bir Jinsli funksiya deyiladi.

Masalan, / {x,y) = x* + 3x2y  funksiya uchun
f( tx ,ty )  = ( tx f  + 3(tx)2ty = t yx3 + 3t3x 2y  = t 3(x:> + 3x2y )  = t3f { x ,y ) .

Demak, bu funksiya 3- tartibli bir jinsli bo’ladi.
Agar A x,y) - nol - tartibli bir jinsli funksiya bo’lsa, u holda

У = fix,у) (1)
differensial tenglama bir jinsli deyiladi.

Ravshanki, bir xil tartibli bir jinsli P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar qatnashgan 
P(x,y)dx + Q{x,y)dy=0 (2)

tenglama bevosita bir jinsli differensial tenglamaga olib kelinadi va shunung uchun u 
ham bir jinsli tenglama deb yuritiladi.

(I) tenglamani, shuningdek, (2) tenglamani o ’zgaruvchilari ajraladigan 
tenglamaga keltirish mumkin.

J{x,y) - nol - tartibli bir jinsli funksiya bo’lgani uchun quyidagi ayniyatga ega 
bo’lamiz:

f( tx ,ty )  = f ( x ,y ) .



/ parametmi ixtiyoriy tanlab olishimiz mumkinligidan foydalanib, bu ayniyatda t = —
x

almashtirishni amalga oshirsak,

f ( x , y )  =  f { \ £

ayniyatni hosil qilamiz.
у  = их formula orqali yangi izlanayotgan и funksiyani kiritib

У = «’(«) (3)
ko’rinishdagi tenglamaga ega bo’lamiz, bu yerda

<p(u) = f( \,u ).
у  ^  их bo’lgani uchun,

У  = u ' x  + и . 
bo’ladi. Buni (3) qo’yamiz:

u ' x  +  u  =  i p ( u )

Natijada и fiinksiyaga nisbatan
u<_ чА и)-и  

x

ko’rinishdagi o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamani hosil qilamiz.
Bu tenglamani integrallash quyidagicha amalga oshiriladi.

d u  d x  r  d u  r d x  „
----------------=  — ; ---------------- =  —  +  C ;
< p ( u ) - u  x  * < p { u ) - u  J  X

Bundan keyin hosil bo’lgan umumiy integralda yordamchi и funksiya o’miga

— ifodani qo’yamiz. 
x

Ushbu
dy _ J  ax + by + c
dx  ̂a,x + bty  + c,

ko’rinishdagi tenglama bir jinsli yoki o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga 
keltiriladi.

a b
Agar

" ,  Ai
# 0  bo’lsa x - u  + a , y  = v + f) almashtirish amalga oshiriladi,

(ax + by + c = 0
bu yerda a  va p sonlar J tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.

[ajjr + bsy  + c1 = 0
Natijada bir jinsli tenglamani hosil qilamiz. 

a b
Agar L = 0  bo’lsa, berilgan tenglama

a , b ,

dy = ̂ k ja ^  + b ^  + c  ̂
dx a, x  + bxy  + c,



ko’rinishda bo’ladi, bunda к = — = — . Bundan keyin
"i A

axx + b^y = t yoki ax + by = t 
almashtirish berilgan tenglamani o ’zgaruvchilari ajraladigan tenglarnaga keltiradi. 

Masala. Quyidagi tenglamaming umumiy yechimini toping:
a) (_y2 -  2xy)dx + x 1 dy = 0 ; b) xy'= -Jx2 -  у 2 + у ;
c) (x - 2 y  + 3)dy + (2x + y - l ) d x  = 0 ;
d) 2(x + y)dy  + (Зл + Зу -  \)dx = 0
Yechish. a) (y1 -2xy)dx +xldy = 0 tengiama tarkibidagi P = y 2 - 2xy, Q = x 2

funksiyalar ikkalasi ham ikkinchi tartibli bir jinsii funksiyalar bo’lgani uchun bu 
tengiama bir jinsii tengiama bo’iadi.

Shuning uchun y=xu almashtirishni qo’llaymiz. U holda dy- xdu t udx va 
tengiama x 2{u2 -2u)dx + x 2(xdu + udx) = 0 yoki (u1 - u)dx + xdu = 0 ko’rinishda 
bo’ladi.

O’zgaruvchilami ajratamiz: —  = va hosil qilingan tenglamani
x  n(l -  u)

integrallaymiz:

O’ngtomondagi integralni topamiz:
< - - Ь г Ч  <4>JC w(l -  u)

1 — \ = ( -  + —  Ии = + j  —  = lnlul -  Inll -  u\ + lnlCl = In 
м(1- и )  \ a  l - u j  и l - u  11 1 1 11

Topilgan ifodani (4)ga qo’ysak,
Си

Си
1 ~ u

In JC = In
1 - u

, yani x  = yoki u = -- - ga ega bo’lamiz.
I - и  С + д:

v Jf2 . . .  So’ngi ifodadagi и o’miga —  ni qo’yib, у  = ------- umumiy yechimni topamiz.
x C + x

„2
Javob: у  ■

C + x

b) Berilgan tenglamani / = ^ j l  + — ko’rinishda yozsak uni bir jinsii

differensial tengiama ekanligiga ishonch hosil qilamiz.
y -x u  almashtirishni qo’llaymiz. U holda y '= u  + xu '. Bu ifodalami berilgan

du /----- г du dx
tenglarnaga qo’ysak x —  = V l-w  bo’ladi. O ’zgaruvchilami ajratib, - = =  = — ni 

dx V l- u 2 x
hosil qilamiz, bu yerdan arcsin u~\n\Cx\.



Bundan u^y/x  bo’lgani uchun, arcsin— = lnCbd umumiy integralni topamiz.
x

Natijada _y = A-sin(lnC|jr|) umumiy yechim topiladi.
c) Berilgan tenglamani

dy _ - 2 x - y  + \ 
dx x - 2 y  + 3 

ko’rinishda yozib olamiz.
- 2  - 1 ̂ = 4 +1 = 5 * 0 bo’lgani uchu'i x = u + a ,y  = v + p  almashtirishlami amalga

. . . .  , „ Г—2jc -  v +1 = 0oshiramiz, bu yerda a  va p  parametrlar •! tenglamalar sistemasini
[jr -  2y + 3 = 0

qanoatlantiradi.
Bu sistemani yechamiz:

a  = -1 /5  
p  = 7 /5

Endilikda x = u - U 5 \  y - v  + 7 /5 lami (5) ga qo’yamiz
(u - 1 /5  - 2v -1 4 /5  + 3)dv + (2u - 2 /5  + V + 7 / 5 - \)d u  = 0;

(m — 2v)dv + (2u + v)du = 0 ; 
i/v _ 2u + v 
du 2v — и ' 

dv 2 + vlu

-2 x  -  ̂  + 1= 0 f y = l - 2 x  
x - 2 y + 3 = 0  1дг-2 + 4л; + 3 = 0

du 2 v ! u - \
у

Hosil bo’lgan bir jinsli tenglamani yechish uchun — = / belgilash kiritamiz. U
и

holda: v = ut; v' = t'u  + t.
Natijada o’zgaruvchilari ajralgan

2 + t
t'u + t = -

2 / - 1

tenglamani hosil qilamiz.

Uni integrallaymiz:

dt 2 + t 2 +1 -  2t2 + 1 2(1 + t - t 2)—  u = --------- / = ------------------= - i -----------
du 2/ - 1 2t - 1 I t  - 1 

du _  1 1- 2/ rdu 1 r ( \-2 t)d tdt- p U —L f i
J 7 J 1u 2 1 + / —/ и 2 1 + / —/

- i l n j l  + / - / 2| = ln|n| + lnC,

In jl + / -  /21 = - 2  In |C,«|



In l + / - n  = ln l + f - f 2= ^ f .  
и

t - — , м = л + 1/5; v = >>- 7 /5  bo’lgani uchun 
и

t V y - 7/5 5 j - 7  
u л + 1/5 5л+1

to’ladi. Endi .y va x  larga qaytamiz: 

l + t - t % o l  + 5^ 7 - f 5' - 7 
и

25 С,
5 л + 1 ^ 5л+ 1 ,/ (5л + 1)2 

»  (5л + 1)2 + (5_y -  7X5x + 1) -  (5y -  7)2 = 25C2 «
»  25л2 + 1 Ox + 1 + 25лу + Sy -  35* -  7 -  2 5 /  + 7Oy -  49 = 25C2 <s>
»  25л2 -  25x + 25xy + 75у  -  25у г = 25C2 + 49-1  + 7 0  

x 1 -  x  + xy + Ъу -  у г -= C 2 + ^  =  C  
2 25

Bundan berilgan tenglamaning x 2 -  x  + xy + Зу -  у 1 = С  umumiy integralini 
tosil qilamiz.

Javob: x 1 -  x  + xy + Зу -  у 1 = С . 
d) Berilgan tenglamani

dy _ 3x + 3 y - I  
dx

:o’rinishda yozib olamiz.
-3  -3
2 2 
J holda

2л + 2y

= - 6  + 6 = 0 bo’lgani uchun Зл + Зу = t almashtirishni amalga oshiramiz. 

3 ( / - l ) .
" i '  - j ;

2/ , , dt = dx\

3

2 1
2t(t' -  3) = -9 / + 9; 2»' = 6/ — 9/ + 9; 2tt’ = -3 / + 9

) ’zgaruvchilami ajratamiz:
3< + 9

)xirgi tenglamani integrallaymiz:
f - 3

3

-d t- - - d x .
2

3
/ + 3 In |/ — 3j = ——л + С,

Endi у  va x  larga qaytamiz:
2л + 2y  + 2 In |3(л + у - 1)| = -л  + С2 О  

<=> Зл + 2у + 21пЗ + 21п|л + з '-1 | = С2<=> 
<s> Зл + 2у + 21п|л + у  - 1| = С . 

Javob: Зл+2^+21п|л  + ^ -1 | = С.



Masala. Ko’zguning shunday shaklini topingki, unga berilgan nuqtad 
tushgan hamma nurlar ko’zgudan qaytganda berilgan yo’nalishga parallel bo’lsin.

Yechish. Koordinata boshini berilgan nuqtaga deb olamiz va abssissalar o’q 
berilgan yo’nalishga parallel ravishda yo’naltiramiz.

Nur ko’zguning N(x,y) nuqtasiga tushsin. Agar Ox o’q bilan egri chiziqni 
N(x,y) nuqtasiga o ’tkazilgan AN  urinma orasidagi burchakni a  orqali belgilasak, 
holda masala shartiga ko’ra: Z.KNT = a . Ikkinchi tomondan numing tushi 
burchagi (/ONFt) uning qaytish burchagi(z7W&') ga teng bo’lganidan s

burchaklarni ga to’ldiruvchi burchaklar sifatidaZCW/f = ZKNT va bund

ZONA = a  . Shunday qilib, О AM  uchburchak teng yonli va AO=OM (4-rasm).

4-rasm
Bunda:

NP i  i  i------ гlga  = y ' = -----= ----- , AO= A P -  OP = ----- x, ON = Jx! + y - .
АР AP Y'

Natijada ushbu differensial tenglamani hosil qilamiz (bu y e r d a -  erkli o’zgaruvchi

У Г~2---- 2 I- t X + Л/*' + У2~ - х  = ^ х 2+у2 yoki X'= ----- ------------.
У' У
Bu tengiama birjinsli tengiama bo’ladi. 
x--yz almashtirishni bajarsak yz'= -J\ 

dz dy

л/Г
yoki In |z +VT+? j = In >■+In С , ya’ni z + J l  + z 2 =Cy

I + г ‘ У
z ni tenglamaning o’ng tomoniga o’tkazib, so’ngra hosil bo’lgan tenglikni 

ikkala tomonini kvadratga ko’tarsak, quyidagiga ega bo’lamiz:

C2y 2 =  1 +  2Cyz yoki*ga qaytib, y 2 =  ^ ^ jr  + ~ j  ni hosil qilamiz. 

Demak, ko’zguning izlanayotgan shakli parabolalar oilasiga mansub.

Javob: y 2 = —( x + —
C l 2 С



Masala. Istalgan M(xy) nuqtasida o’tkazilgan urinmaning ordinatalar 
o’qidan kesgan kesmaning OA/vektoming uzunligiga nisbati o’zgarmas bo’lgan egri 
chiziqni toping.

Yechish. Izlanayotgan egri chiziqda ixtiyoriy M(x,y) nuqta olamiz. (5-rasm). 
M  nuqta orqali o ’tkazilgan urinmaning tenglamasi:

Y - y  = y ' { X - x )
ko’rinishga ega bo’ladi, bu yerda X, Y - nuqtalaming o’zgaruvchi koordinatalari, y '-  
izlanayotgan funksiyaning berilgan nuqtadagi hosilasi. Urinmaning Oy o ’qidan 
ajratgan OB kesmasini topish uchun X=Q deymiz. U holda OB=Y=y-xy'. Shartga

ko’ra

U

OB
O M

holda

= a  , bu yerda a=const.

y ' ^
- a J S V y 1

ko’rinishdagi bir jinsli tenglamaga ega bo’lamiz.
y=xu almashtirishni bajarsak,

du dx
v r

tenglamani hosil qilamiz. Uni
+  u ‘ x

integrallaymiz: и + 4 \ + u2 = Cx ° .
Bu yerda и ni tenglikning o’ng tomoniga 

o’tkazib, so’ngra hosil bo’lgan tenglikning ikkala 
qismini kvadratga ko’tarsak, quyidagiga ega bo’lamiz: 
1 = C2x 2a -  2Cux~°, eski у  o’zgaruvchiga qaytsak, 
qo’yilgan masalaning yechimini hosil qilamiz:

1y  = - ( C x ' - - — x Ua). 
2  С

- x u°).
С

Javob: y  — — (Cx' °
2

Quyidagi differensial tenglamalaming umumiy yechimini toping (2.1-2.12).

2.1. xy' = у  + orcos —.
x

2.3. (4л -  3y)dx + (2 y -  3x)dy = 0.

2.5:S ^  = lgy.
X  X

2.7. (x-2y- 1 )dx+(3jr-6y  ̂ 2)dy -0.

2.9. x 2 + y 2 -  2xyy’ = 0

2. 11. (y 2 — 2xy)dx + x 2dy = 0

2.2. 2jк2у ' = х2+ у 2.

2.4.дгу' = X ln y - ln x ) .

2.6 .x + y - 2  + ( \ - x ) y '  = 0.

2.8. (4x-3y)dx+(2y~3x)dy-■ 0.
-  v

2.10. у  - e 1 + — 
x

2.12. (x2- 3 y 2)dx + 2xydy = 0

Quyidagi differensial tenglamalaming boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi 
yechimlarini toping (2.13-2.17).



2.17. у 2 + х 2у' = хуу'; у  |1=3 = 4 .
2.18. Ox o’qiga parallel hamma nurlar ko’zgudan qaytib bitta nuqtadan 

o’tadi. Shu ko’zguning shaklini toping.
2.19. /4(0,1) nuqtadan o ’tuvchi shunday egri chiziqni topingki, uning 

istalgan M  nuqtasining OM  radius-vektori, shu nuqtadan o ’tkazilgan urinma va 
Oy o ’qi hosil qilgan uchburchak teng yonli bo’lsin.

2.20. Egri chiziqning ixtiyoriy nuqtasidan o’tkazilgan urinmasining burchak 
koeffitsienti urinish nuqtasi radius-vektori burchak koeffitsientining kvadratiga teng. 
Agar bu egri chiziq (2,-2) nuqtadan o ’tsa, uning tenglamasini toping.

3-§- ChteiqU differensial tenglamalar va ularga keltlriladlgan tcnglam»Ur.

Noma‘lum funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqli bo’lgan

ko’rinishdagi tenglama chiziqli differensial tenglama deyiladi. Bu yerda P(x) va 
Q(x) biror oraliqda berilgan uzluksiz funksiyalar. Agar Q (x)-0  bo’lsa, (1) tenglama 
bir jinsli, aks holda birjinsli bo Imagan chiziqli differensial tenglama deyiladi.

bir jinsli chiziqli differensial-tenglamani yechish bilan shug’ullanamiz.

Ravshanki, bu tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama bo’ladi. Uni 
integral lay miz:

Bir jinsli bo’lmagan chiziqli differensial tenglama asosan 2 ta usul bilan 
yechilishi mumkin. Bu usullar mos ravishda Bernulli2 va Lagranj3 usullari deb 
yurutiladi.

a) Bernulli usuli.
Bu usulda noma'lum funksiya у  = uv ko’rinishda ifodalaniladi, bu yerda и funksiya

j  + р (*)У = £?(*) (1)

Dastlab
y '+ P (x )y  = 0

Bundan y  = Ce J/>(X,A umumiy yechimga ega bo’lamiz .

—  + P(x)u = 0 
dx

tenglamani qanoatlantiradi, ya’ni

2 Yakob Bernulli ( 1654-1705) — sveytsariyalik matcmatik
’ Lagranj Jozef Lui ( 1736-1813)- fransiyalik matematik



и = Схе 1 . (3)

у' = и — + V—  hosilani berilgan (1) tenglamaga qo’yib, quyidagilarga ega bo’lamiz: 
dx dx

dv du \и—  + v—  + P(x)uv = Q(x)

Bundan (2) va (3) ni inobatga olsak, noma'lum v funksiya uchun

» 7  =  6 W .  C,e ^  = Q(x); C^dv = Q (x )e ^ ‘Uxdx 
ax dx

munosabatlarga ega bo’Iamiz.
Integrallab v ni topamiz :

C,v = jQ (x)elPix'*dx + C2; v = j Q W e ^ ^ d x  + С  j  

Natijada y  = u v -  Сл е f />(Х)Л . jQ(x)e^n *)tbdx + С  j , yani

y  = e g W eJ....... f c  + c

b) Lagranj usuli.
Dastlab bir jinsli

y ' + P (x)y = 0

tenglamaning y  = Ce yechimi topiladi.
Bundan key in С parametmi x  o ’zgaruvchining funksiyasi deb o ’linadi va ()) 

tenglamaning yechimi

y  = C (x )e i"M*  (4)
ko’rinishda qidiriladi. 
Ravshanki,

, = *  = + С (х)е1 РМ* ■ ( -P (x ) ) .

( 1) ga qo’yamiz:
dC(x) -fn*)d-------- e

dx
nisbatan tenglamaga kelamiz:

~1Пх)л-С (х)Р (х )е '1/’(‘|Л +P(x )C(x)e ^ <x)*  = Q(x) va natijada C(x) ga
dx

dx

Bundan dC(x) = Q(x)e^PU>d'dx va С(лг)= + С ni topamiz.
C(x) ni (4) ga qo’yib



y  = e ^ U)dx{ \Q {x )J '‘u 'd'dx + C

umumiy yechimga ega bo’lamiz. Kutilganidek, ikkala usul ham bir xil natijaga olib 
keldi.

Endi biz chiziqli tenglamaga olib kelinadigan muhim tenglamani o’rganamiz.
№*0 va №*1 bolsin

y + P ( x ) y  = Q { x ) - y \n *  0,1 (5)
qo’rinishdagi tenglama Bernulli tenglamasi deb yuritiladi.

z — —-7Г almashtirish yordamida Bemulli tenglamasi chiziqli tenglamaga
y"

keltirishini ko’rsatamiz.
Buning uchun (5) tenglamaning ikkala tarafini У  ga bo’lamiz:

У У
Г, , , (л -1  )у"~2 , ( n - l ) y '  . . .  ... . , . . •Bundan 2  = — ~ г-----у  = - - ----- ш mobatga olib, z  ga nisbatan chiziqli

tenglamaga ega bo’lamiz:

— —  + Pz = Q, z - ( n - \ ) P z  = - ( n - \ ) Q  
n - 1

Misol. Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimini toping.
a) y '+ 2 x y = 2 x e -xl; c) xy'+y = y 2 lnjc;

b) x y '- 2 y  = x 'c o sx ;  d ) (2x -  y 2 )y' = 2y.

Yechish. a) y'+2xy = 2xe~x tenglama chiziqli differensial tenglama.
Bemulli usulidan foydalanamiz. y=uv deylik. U holda y'=vU+uV bo’ladi va 

bulami berilgan tenglamaga qo’ysak, u quyidagi
v u ’+ u (v  + 2 x v )  = 2 xe ~ x* ko’rinishga keladi.

ctvv’+2xv=0 bo’lishini talab qilamiz. O’zgaruvchilami ajratib, — = ~2xdx  ni
v

hosil qilamiz, bu yerdan In |v| = - x 2 + In |C |, v = C eJ . C = 1 deb v = e x . 
xususiy yechim bilan cheklanish mumkin. v ning ifodasini almashtirilgan 
v u '= 2 e  *2 tenglamaga qo’yamiz:

e * \ '= 2 x e x\  du = 2xdx Bu yerdan: u = x 2 +C  ma‘lumki, y=uv, u holda 

umumiy yechim у  = e *2(x2 + C) ko’rinishda hosil bo’ladi.

Javob: y - e ~ x\ x 2 +C )
b) x y '- 2 y  = x 3 cos x  tenglama

, 2 у  2 у -----— = x cos x
X



chiziqli differensial tenglarnaga olib kelinadi (х ф О).
Bu tenglamani Lagranj usuli yordamida yechamiz:

Dastlab bir jinsli

у '-1 У -=  о
X

tenglamaning yechimini topamiz.
dy 2 у  dy 2dx 2—  = —— о  —  = ------о  у  = Cx .
dx x у  x

Bundan keyin С parametr x o’zgaruvchining funksiyasi deb o’linadi va (1)
tenglamaning yechimi

У  = С (х)х2
ko’rinishda izlanadi.
Ravshan ki,

dC(x) _2
dx

x  + 2дгС(дс).

, 2  у  2 , .у -----— = x  cos x  ga qo yamiz:
x

у  -  —  = — 'fo- x1 + 2xC(x) -  = x 1 cosx va natijada C(x) ga
x  dx x

nisbatan tenglarnaga kelamiz:
dC(x)---- )—L = cosx

dx
Bundan C(x) = sinx + С ni topamiz.
C(x) ni у  = C (x)x2 ga qo’yib

y  = (sinjr + C) x 1
umumiy yechimga ega bo’lamiz.

Javob: y  = jr2(sinjc + C)
c) xy'+y = y 1 In x  tengiama Bemulli tenglamasidir. Uning ikkala qismini

y 2 gabo’lib, — = z deb olamiz, u holda 
У

I , 1 , , I I I .у  = - , / =  - - у r ' , —  In x

Bundan x z ’- z  = - \ n x  ko’rinishdagi chiziqli tengiama hosil bo’ladi. 
Lining umumiy yechimi: z = In x + 1 + Cx bo’ladi.

z ni — bilan almashtirib, berilgan tenglamaning у  = --------- *,— —
у  In x  + 1 + Cx

umumiy yechimini hosil qilamiz.

Javob: у  = -------- ?---------.
In x  + 1 + Cx



d) Dastlab berilgan ( 2 x - y 2)—  = 2y tenglamani 2yx'-2x = ~ y 2 ko’rinishda
dx

yozib olamiz. Bu tengiama x-x(y) funksiyaga nisbatan chiziqli tenglamadir. Shu 
sababli x=uv almashtirish bajaramiz. U holda x’=u'v+uv'. Olingan natijalami 
so’ngi tenglarnaga qo’ysak,

2yvu'+2u(yv'-v)=-y2, yv '-v= 0 ,— =— ,lnv=lny, v=y, 2yvu '~ -yl
v у

u' = — u = — —+ C, x  = - —y 2+Cy hosil bo’ladi.
2 2 у  2

Javob: x  = — y 1 + Cy
2

Masala. Egri chiziqning istalgan M(x,y) nuqtasi uchun OM kesma, shu 
nuqtadan o ’tkazilgan MP urinma va Ox o’q hosil qilgan uchburchakning yuzi
4 ga teng. Egri chiziq /1(1,2) nuqtadan o’tadi. Uning tenglamasini toping. (6- 
rasm)

Yechish. Uchburchakning yuzi S = ^O P -M C  formula buyicha topiladi, bu

yerda MC=y son M  nuqtaning ordinatasi. OP ni topishda uning MP urinmaning 
Ox o ’q bilan kesishish nuqtasining abssissasi ekanligidan foydalanamiz, MP 
urinmaning tenglamasi ushbu ko’rinishda bo’ladi:
Y -y = y ' (X - x ).

Butenglamada У 0 desak, X = x ~ — , O P - x - —  ni hosil qilamiz.
У  у'

1 у  dy
Masalaning shartiga asosan 4 = —(jc — —^)y yoki 1

dy
differensial tengiama hosil bo’ladi.

Bu у  argumentning noma‘lum 
x funksiyasiga nisbatan chiziqli 
differensial tengiama. x=uv 
almashtirish bajargandan so’ng

4
umumiy integral x = y ( —j + C )  ni 

У
hosil qilamiz.

x= 1 da v=2 demak, С = — — .
2

Natijada egri chiziqning
izlanayotgan tenglamasini ushbu ko’rinishda

4  L
У 2 ■

4 Z  
У 2 '

6-rasm

hosil qilamiz: x = ■ 

Javob: дг =



M asala. m massali nuqta vaqtga proporsional bo’lgan kuch ta’sirida 
to’g’ri chiziqli harakat qilmoqda. Boshlangich t-0  vaqt momentida v=0 bo’lsin. 
Havo qarshiligi tezlikka proporsional bo’lgan holda tezlikni I ning funksiyasi 
sifatida aniqlang.

Yechish. t momentda nuqtaga ikkita kuch, yani vaqtga proporsional bo’lgan 
= k tt kuch va F2 = —kv havoning qarshilik kuchi ta’sir etadi; ulaming 

umumiy ta’sir etuvchisi quyidagicha:
F = Ft + Ft = kxt -  kv

d v
Ikkinchi tomondan, Nyutonning ikkinchi qonuniga binoan F -  m — . F

dt

uchun topilgan ikkala ifodani taqqoslab, —  + —v _ !b-, tenglamani hosil
dt m m

qilamiz.
Bu tenglama v ga nisbatan chiziqli differensial tenglamadir. Uni yechishda 

Bemulli usulini qo’llab, v = и ( t ) w ( t )  almashtirish kiritamiz, u holda
A k  k  кv '=  u ' w  + uw  ' ,  u ’w  + UW  ' + ----UW  = - * - / ,  u'm> + u (w ’+— w) = — t .
m m  m m

, к .  dw к  , , к
ч----- w  =  0 , ------ = ------- dt у In w  = ------- 1,

m w m m
к < k  k  - i  w = e m ,e  m u' = — t,u ' = —/<?” 

m m

u = — ( / - — )eK +C, v = — { ! - — ) + C em 
к к к к

к
Umumiy yechimga v|(O = 0 boshlang’ich shartdan foydalanib, С = - ~ m  ni

к г
topamiz, u holda izlanayotgan tezlik ushbu ko’rinishda bo’ladi:

к ,, m m v = - i ( r —-  + —e ) 
m к  к

к. , m mJavob: v = —( / -----+— e )
m к к

Quyidagi tenglamalami umumiy yechimlarini toping (3.1-3.16.). 

З . \ .у '+ 2 х у  = х. 3 .2.y'~  ye‘ = 2xe"*.

3.3. y 'x \n  x  -  у  = Зх3 In2 x. 3 . 4 . /  = 1
2x — y 2

3.5. У  -  _yc/gx = sin x 3.6. x 2y 2y  + xy3 = 1

3.7.2 xydy = ( / - x ) d x .  3 .8 .(x 3 + e ' ) y = 3 x > .

3.9.xdx = (------y 2)dy. 3.10. v '-  j^ c o sx  = y 2 c o sx .
У



3.11. (а2 + х2)у' + ху = 1 . 3.12. у' + — у  = -
У

2  е х
- у = —
х  х

3.13. ху' + у  = - х у 2. 3.14. ху’ + у  = lnjt + 1.
3.15. (2х + \)у' + у  = х . 3.16. у  + ху = ху*.

Quyidagi differensial tenglamalaming boshlang’ich shartni 
qanoatlantiruvchi xususiy yechimlarini toping (3.17-3.22).

3.17.ДГ + ху' = у , y(\) = 0. ЗЛИ .у'- yigx = — ^ _ ,.у (0) = 0.
COS X

3.19. v 'co s* -v s in jr  = 2jc, v(0) = 0. , ,  ,„4 .'  * 3 .20 ./+ .ycosjr = cosjc,py(0) = l.

3.21. Ъу2у ' + y* = jr +1; у  U = - l .  3.22. x 2) y '-  ху = ху2, y\xM= ^

3.23. m massali moddiy nuqta vaqtning kubiga proporsional (k- 
proporsionallik koeffitsienti) kuch ta’sirida to’g’ri chiziqli harakat qilmoqda. 
Tezlik bilan vaqtning ko’paytmasiga proporsional (ki - proporsionallik koeffitsienti) 
bo’lgan havo qarshiligini hisobga olgan holda tezlikning t vaqtga bog’lanishini 
toping. Boshlang’ich tezlik v0 ga teng.

3.24. Elektr yurituvchi kuchi £ ( r )  = £ 0 sin w t  ga, qarshiligi R ga 
o’zinduktivlik koeffitsienti L ga teng bo’lgan g’altakdagi /  tok kuchini t vaqtning 
funksiyasi kabi toping. (Boshlang’ich tok kuchi /„=0 ga teng)

3.25. m massali moddiy nuqtaga t vaqtga proporsional bo’lgan kuch ta’sir 
etadi (A,-proporsionallik koeffitsienti). Tezlikka proporsional (k - proporsionallik 
koeffitsienti) bo’lgan havo qarshiligini hisobga olgan holda nuqtaning tezligini 
toping. (Boshlang’ich t=0 vaqt momentida vo=0)

3.26. (~~Л ) nuqtadan o ’tuvchi shunday egri chiziqni topingki, uning istalgan

nuqtasining abssissasi va shu nuqtada o ’tkazilgan urinmaning boshlang’ich ordinatasi 
yordamida qurilgan to’g’ri to’rtburchakning yuzi o’zgarmas bo’lib, a 2 ga teng 
bo’lsin.

3.27. A(l,2) nuqtadan o’tadigan egri chiziqning istalgan urinmasining 
boshlang’ich ordinatasi urinish nuqtasining abssissasiga teng. Uning tenglamasini 
toping.

4-§. To’liq differensialli tenglamalar. Integraltovchi ko’paytuvchi.

Agar
P(x,y)dx i Q(x,y)dy- 0 (1)

tenglamaning chap tomonini birorta U(x,y) funksiyaning to’liq differensiali, ya’ni
P(x,y)dx+Q(x,y)dy-dU(x,y) (2)

bo’lsa, ( 1) tenglama to'liq differensialli tenglama deyiladi.



Bu holda uni dU(x,y) 0 ko’rinishda yozish mumkin va bu yerdan U(x,y)=C 
umumiy integralga ega bo’lamiz

Bu yerda P(x,y) va Q(x\y) funksiyalar D  sohada aniqlangan va uzluksiz bo’lib,

uzluksiz Pfk хгУ\ xususiy hosilalarga ega bulishi talab qilinadi.
dy dx

U holda ushbu /‘(x,y)dx i Q{x,y)dy differensial ifoda birorta U(x,y) funksiyaning 
to’liq differensiali bo’lishi uchun I) sohaning barcha nuqtalarida

SP = dQ 
dy dx

tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

(3)

... dU  , e udU = ---- dx + -----dy
dx dy

ifodani (2) bilan solishtirsak

^ -  = P(x,y) (4)
dx

^ ~  = Q(x,y)
dy

tengliklarga ega bo’lamiz.
Endi V  funksiyani topish uchun у  ni fiksirlab (4) ni integrallaymiz: 

U = jP (x ,y )d x  + C(y).
C(y) ni topish uchun bu tenglikni у  bo’yicha differensiallaymiz:

^ ~  = Q(x,y) = -^- y)dx  + C'(y). 
dy dy J

Bu yerdan C \y )  = Q (x ,y )~ —  fP(x,y)dx.
dy 3

Demak, C(y) = ]^Q (x ,y )--^ - j p ( x , y ) d x + С

va

U= $P(x,y)dx+ ^ Q ( x ,y )~  j-^ -P (x ,y )d x jd y  + C.

Demak, berilgan tenglamaning umumiy integral) quyidagi ko’rinishda bo’ladi:

fP (x ,y )d x + ^ Q (x ,y ) - -^ ~  jP (x ,y)dx dy = C. (5)

Aslini oiganda konkret misollami yechishda tayyor (5) formuladan 
foydalanmasdan, umumiy holdagi kabi yo’l tutish maqsadga muvofiq.

Izoh. Ayrim hollarda (1) tenglamani hadlarini guruhlash bilan d L -0  
ko’rinishga keltirish mumkin. Buning uchun u

(M tdx +  N xdy) + (M 2dx + N 2dy) + ... + (M ndx + Nndy) =  0 (6) 

ko’rinishga keltiriladi.



Bunda shunday l / l(x ,y),U 2(x,y),...,U lt(x ,y ) funksiyalar topiladiki, ular uchun 
M ldx + N-fity = d ii\(x ,y )
M 2dx + Nydy = dU2(x, y)

M J x  + Nndy = dUn(x ,y)
munosabatlar bajariladi.

U holda (6) ning umumiy integrali Ul(x ,y ) + U2(x ,y) + ... + Ul!(x ,y) = C 
ko’rinishga ega.

Agar (3) shart bajarilmasa, u holda (1) differensial tenglama to’liq 
differensialli bo’lmaydi. Biroq bu tenglamani tegishli ju(x,y) funksiyaga ko’paytirish 
bilan to’liq differensialli tenglamaga keltirish mumkin. Bunday funksiya berilgan 
differensial tenglama uchun integrallovchi ko'paytuvchi nomi bilan yuritiladi.

M(x,y) uchun (3) dan

* k 3 j ! k e ) yoki Q & - P? t L = J w _ ? e \  (7)
ду дх dx dy yd y  d x )

shatni hosil qilamiz.

Faqat x ga bog’lik bo’lgan ц(*) integrallovchi ko’payruvchi uchun— = 0 va
dy

(3) quyidagi ko’rinishni oladi :
d P _ 8 Q

dx {d y  d x )  dx Q
Demak,

№ SB

V{x) =  e * (8 )
Faqat у  ga bog’liq bo’lgan /j(y) integrallovchi ko’payruvchi uchun huddi 

shunday
JP JQ 

f dv dx ,

M y ) = e
ko’rinishni topamiz.

Misol. To’liq differensialli tenglamalami yeching:

a) - d y - — -dx = 0; 
x x

b) (3x2 + 6xy2)dx + (6x2y  + 4y, )dy = 0\
. 2x , у 1 -  Ъхг ,c) —jd x  + ------dy = 0;

У У

d) (sin у  + >>sin x  + — )dx + {x cos у  -  cos* + — )dy = 0.
* У



Yechish. a) — ~ ^ r d x  = Q tenglamaning chap qismi £/ = — funksiyaning 
X X  x

у
to’liq differensiali ekanligini ko’rish oson. Shuning uchun tenglamani d(—) = 0

x
ko’rinishda qayta yozib olamiz, bu yerdan y=Cx umumiy yechimni topamiz.

b) (3x2 + 6xy1 )dx + (6x2y  + 4y3 )d y -  0 tenglamani ham hadlarini guruhlash 
bilan 3x 2dx + 6xy(ydx + xdy) + 4y 3dy = 0 ko’rinishga keltirish mumkin. So’ngra

3 x2dx = d (x3), 6xy(ydx + xdy) = d(3(xy)2), 4 y >dy = dy* 
bo’lgani uchun dx3 + d(3{xy)2) + dy4 = 0 ni yoki d (x 3 + 3(xy)2 + y 4) = 0 ni hosil 
qilamiz.

Bu yerdan x 3 + 3(xy)J + y 4 = С umumiy integralni topamiz.
Javob: x3 + 3(xy)2 + y 4 = C .

c) ~ d x + ?  — 0 tenglamada P (x,y) = ~ ,  Q (x,y) = - — ~  
y  у  dy у  у

дР 6x  dQ 6* , dP dQ , . . . ... _  . 2x , у 2- i x 1—  = — r , —  = — T . Demak, —  = —  shart bajanldi. Bundan —Tdx+~— j— dy 
ду у  Ox у  ду дх У У

ifodaning birorta l!{xy) funksiyaning to’liq differensiali ekanligi kelib chiqadi.
r, .. . • , • d u  2x dU y 2- 3 x 2 . . . .Endi shu U funksiyani, yam  ---- = —7 , ----- = - — —  tenglamalami

дх у  ду у
qanoatlantiruvchi funksiyani topamiz.

dU 2x 
dx

U (x ,y )  = \ ^ i dx + <p(y)=X-i  + <p{y) (9)
У У

ko’rinishda ekanligi kelib chiqadi, bu yerda <p(y) - noma‘lum funksiya.
(9) ni у  bo’yicha differensiallaymiz

dU Зх2 „ л
- r~  = ---- т + <Р\У)-dy у

Ammo = —— ~ ~ , shuning uchun quyidagini hosil qilamiz: 
dy /

/ - 3 * г 3jc2 „ ч ч 1 ----;— = —г + v\y\ <p\y) = —-
У У У

Ravshanki, ohirgi tenglikni

< А У ) =  - -  ( 1 0 )
У

funksiya qanoatlantiradi.
Natijada, (10) ni (9) ga qo’yib umumiy integralni topamiz:

3 tenglamadan U funksiya



У У
d) Berilgan tengiama uchun

P (x,y)  = sin_y + ̂ sin x  + —, Q (x,y) = x c o s y -  cosx + —,
* У

dP - d Q—  = c o s j + smx, - ^  = cos^ + sinjc.
dy dx ,

_  . dP 8 0  , , . ,iDemak, —  = —— shart bajarilgan.
dx ax

Umumiy integralni topishda tayyor (5) formuladan foydalanamiz: 

jP (x ,y )d x  = J(sin у  + ><sin x  + —)dx = * sin у  -  ycos x + In x

\ P(x, y)dx = - ( x s \ n y - у  COS Л -  -^r-) =  *  COS -  COS X 
dy J dy x

d  ^  1
Q {x,y) ------\P(x,y)dx \dy=  K ^cosy-cosjH ------- (x cos у  -  cosx))dy =

dy 1 )  J У
= jrsin у  — yco sx  + In у  -  Arsing + _ycos.x = In y.
Bu yerdan

Arsing -^ c o s jr+  \nxy = C 
ko’rinishdagi umumiy integralni topamiz.

Javob: A rsin^-^cos^ + lnxv = r .

Misol. Quyidagi differensial tenglamalarning integrallovchi ko’paytuvchilarini 
toping va bu tenglamalami integrallang.

a)  ( \ - x 2y )d x  + x 2( y  -  x )d y  = Q;

b) (2xy2 -  y)dx + ( y 2 + x + y)dy = 0;

c) (x 2 -  y)dy + (x 2y 2 + x)dy  = 0.
Yechish. a) Bu holda P (x,y) = \ - x 2y ,Q (x ,y ) = x 2( y - x ) ,

d P _ d Q
dI1 2 dQ 2 dy dx - x 2 -  2xy + 3x2 2—  = - x  ,-=^ = 2 x y -3 x  , — -------- = ------ -— ------- ■- = —  nisbatxga bog hq.
dy dx Q x ( y ~ x )  x

Demak, ц  = ц{х)  integrallovchi ko’paytuvchi (8) formula bo’yicha topiladi:
-  f  2-dx 1

= < r 2," ' = - V .
X

Tenglamaning ikkala tomonini -V ga ko’paytiramiz va quyidagicha
X ~

almashtirishlar bajaramiz:



vdy = ekanligini e‘tiborgaolsak d |^ - - x y t  bo’ladi. Bundan

1 У 1------xy + —  = C hosil bo’ladi.
x  2

I V2Javob :------ w  + —  - C
x 2

b) Bu holda P(x,y) = 2xy2 - y ,  Q(x,y) = y 2 +x + y,

дР л , &Q , ,dP  5£>w „ 2(2w - l )  2 . .  ,—  = 4 л у -1 ,—-  = 1,(—  - ^ - ) / P  = \  nisbat faqat у  ga
ду ox ду ox y(2xy  - 1) у

d Pd Q 
_f<fc 1

Demak, fj = ц(у) integrallovchi ko’paytuvchi jj(y ) = e F = —  

bo’yicha topiladi.

Tenglamaning ikkala tomonini —r ga ko’paytiramiz:
У

(2л : - — )dx + (\+  — )dy = 0 yoki 2 x d x - (— d x - ^ - d y )  + (\ + — )dy 
У У У У У У

Bunda — d x - —- d y  = d {—) bo’lgani uchun x 2 -  — + y  + \n y  = C 
У У У У

umumiy integralni hosil qilamiz.
c) Yuqoridagi misollarga o’xshash yechamiz:

7)P
P (x ,y) = x 2- y ,  Q (x,y) = x 2y 2 +*, —  =1,

dy

§ W ,> . f - f
ox ay dx

& - f V Q . J S ! ± * l  1 , . 4
dy ox x (x y + 1) x x

Berilgan tenglamaning ikkala tomonini \  ga ko’paytirib, hamda
x

j  = ekanini e4iborga olib, quyidagilargaegabo’lamiz:

(1 ~ ^ )с Ь с  + ( у 1 4-~)dy = 0 dx + y 2d y + ~  d y ~ ^ ~ d x  = 0 
X X  X X

у
dx + y 2dy + d(—)~  0, d(x + —  + — ) = 0 

x  3 jc
bu yerdan berilgan tenglamaning umumiy integrali

bog’liq.

formula



* + Z i  + ^  =  C
3 х

ko’rinishda bo’lishi kelib chiqadi.
Quyidagi to’liq differensialli tenglamalami yeching (67-71):

4Л .(2х — у  + \)dx + (2y — x  — \)dy = 0. 4.2.( -1  )dx— , У- У~ -  = 0.
sjx2 -  y l 4 *l - y

4.3. ^  dx + dy = 0. 4.4. (3x2 - 2 x  — y)dx + (2y -  x  + 3y2 )dy = 0.
( l  +  x )  1 +  ж

Г 2  4 -  V 2  v 2 , v 2

4.5. (2x + — T^—)dxr = ------T~dy- 4.6.(e) + .ye* + 3)A  = ( 2 -  xe-v -e*)dy
x  у  xy

4.7. (2x + _ye4')a!* + (l + j:eJ'y)rfK = 0. 4.8. (3x2 ■¥6xy1)dx + {bx2y + 4 y i )dy = Q.

4.9. eydx +  (xey -  2j/)rfy =  0 . 4.10. xdx +  ydy =  .
JC + .У

4.11. 3x2eydx + (x3ef -  \)dy = 0 . 4.12. 2xcos2>'d!* + ( 2 x - x 7sin2j')<fy = 0.
4.13. ( xcos2y + \ ) d x - x 2s\n2ydy =  Q .4.14. (I2x + 5 y -9 )d x  + (5x-t 2 y - 4)dy = 0.

Quyidagi differensial tenglamalaming integrallovchi ko’paytuvchilarini toping 
va bu tenglamalami integrallang (4.15.-4.18.).

4.15. (— + l)o!x+ (— - \ )d y  = Q. 4.16.(xy2 + y)dx -  xdy = 0.
У У

4.17. (x4 lnx -  2лу 2)dx + 3x2y 2dy = 0. 4.18.(2xy2 - 3 y 3)dx + (7 -  3xy2)dy = 0.

5-§. Hositaga nisbatan ycchtlmagan birhtehl tartibH tenglamalar.

1 -§ da aytganimizdek,
F(x,y, y ' ) - 0  ( 1)

differensial tenglamaning maxsus <p(x) yechimi uchun ixtiyoriy (x0,<p(x(l)) nuqtadan 
ikkita va undan ko’p integral chiziqlar o’tadi.
(1) tenglamaning

Ф{х,у,С) 0 (2)
ko’rinishdagi umumiy integrali topilgan deb faraz qilamiz.

Maxsus yechimlami aniqtash uchun alohida usullar mavjud. Biz ulami bayon 
qilamiz.

1-usul. Differensial geometriya kursidan ma‘lumki, ixtiyoriy <p(x) maxsus
yechim diskriminant egri chiziq bo’ladi, yani

F (x ,y ,y ')  = 0
y (3)

Fy (x ,y ,y ')  = 0

tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.



Bundan keyin <p(x) maxsus yechimi (agar mavjud bo’lsa) С ning hech qanday 
qiymatida (2) ni qanoatlantirmasligi tekshiriladi.

undan v = 0 diskriminant egri chiziqni topib olamiz. Tenglamani yechamiz:
/  =  ± ^  =  0 “ .

у  = 0 yechim С ning C=0 qiymatida у  = Cetx ni qanoatlantirishini tekshirish oson. 
Demak, у  = 0 maxsus yechim bo’lmaydi.

Ikkinchi tomondan, y - 0  (>>')4 = у г tenglama uchun diskriminant egri chiziq 
bo’ladi. Tenglamani yechamiz:

tekshirish oson. Demak, у  = 0 maxsus yechim.
2-usul. Bu usul bir parametrli Ф(х,у,С)=0 egri chiziqlar oiiasining o ’ramasini 

hosil qilish qoidasiga asoslangan. Bu qoidaga muvofiq, <p(x) maxsus yechim ushbu

tenglamalar sistemasidan С ni yo’qotish orqali topiladi.
Umuman aytganda, ( I) tenglamani у  ga nisbatan har doim ham yechish mumkin 

bo’lavermaydi.
Shunday bo’lishiga qaramay, (1) tenglamani integrallash masalasini parametr 

kiritish yo’li bilan hosilaga nisbatan yechilgan tenglamani integrallash masalasiga 
keltirish mumkin.

Quyida ( I) tenglamaning ayrim xususiy hollarini qarab chiqamiz.
1 ) y  ga nisbatan yechilgan va x  qatnashmagan у  = f { y ' )  tenglama.

Bu holda У = p  deb p  parametmi kiritsak, quyidagilami hosil qilamiz:

y  = 0 yechim С ning hech qanday qiymatida x  = ±2-Jy + С ni qanoatlantirmasligini

Ф (х,у,С ) = 0 

А Ф (х,у,С ) = 0
(4)

yam

Bu tenglamani integrallaymiz:

Bunda umumiy yechimning parametrik shaklini yozishimiz mo’mkin:



t= \П р1ф  + с 
J p  

[y = A  p)
Ayrim hollarda umumiy yechim ushbu sistemadan p  parametmi yo’qotish orqali 
topiladi.

2 )x  ganisbatan yechilgan va x qatnashmagan x -  f { y ' )  tenglama.
Huddi yuqoridagidek bu holda y ' = pdcb p  parametmi kiritib, umumiy

yechimning parametrik shaklini hosil qilamiz:

\y =  \p f( p ) d p  + С 

\ x = A p )
3) x  ( yokiу  ) qatnashmagan, biroq у  (yoki x  ) ga nisbatan yechilgan bo’lishi 

shart bo’lmagan tenglama.
Bu holda tenglamani ushbu

F {y,y ') = 0 (5)
yoki

F ( x , / )  =  0  ( 6 )

ko’rinishda yozish mumkin.
Shu bilan birga tenglamadan у  ni ((5) tenglamadan) yoki x  ni ( ( 6 )  

tenglamada), shuningdek, y ’ = p  ni / parametr orqali ifodalash mumkin deb 
faraz qilamiz. 1) va 2) hollardagi kabi bu yerda ham tenglamaning umumiy 
yechimi parametrik shaklda hosil bo’ladi.

Masalan. F(y, p)=0 tenglama bo’lgan holni ko’raylik.
у  = ^ ( / )  deb, tenglamadan p = (// (() ni yoki, aksincha, p  = w (t)  

tenglamadan у  = ip{t) ni topdik deb faraz qilaylik. U holda bir tomondan,
dy =  pdx =  (// (l )dx ikkinchi tomondan dy =  ф ' ( !  \ i i  . Bu dy uchun 

ikkala ifodani taqqoslab, ц/ (t )dx = ip'(t)di ni hosil qilamiz, bu yerdan

dx = dl \a. x  = f dt + С 
< p { t )  ( p ( t )

Umumiy yechim parametrik shaklda quyidagicha yoziladi:

\ x  = l ? - & d t  + c ,
< ?{•)  

u  = ф(>)

4) x  va у  ga nisbatan chiziqli bo’lgan, ya’ni
P (y')x + Q (y ')y+ R (y ') = 0 

ko’rinishdagi tenglama iMgranj tenglamasi deyiladi. y '—p  deymiz.

f ( p )  = ^, <p(p) = ) funksiyalami kiritsak, bu holda tenglatna
Q ( y ) £?(/)

y  = x f{p )  + <p(p) (7)



ko’rinishda yoziladi.
dy = pdx ni inobatga olib (7) ni ikkala tarafini x bo’yicha differensiallasak 

pdx = f ( p )d x  + x f (  p )dp + ifi'(p)dp (8) 
ko’rinishdagi chiziqli tengiama hosil bo’ladi va (8) ning umumiy integrali 

x = F (p ,C ) (9)
ko’rinishda bo’ladi. Natijada Lagranj tenglamasining 

j x  = I (p ,C )

\ y  = x f(p )  + <P(P) = F (p ,C )f(p )  + (p{p)
parametrik shakldagi umumiy integral ini hosil qilamiz.

5) Lagranj tenglamasining xususiy holi bo’lgan
y  = xy' + <p{y') ( 10)

ko’rinishdagi tenglarnaga Klero4 tenglamasi deb aytiladi.
y '—p  deymiz va quyidagilarga ega bo’lamiz:

y  = xp + <p(p)
dp „ s dp dp „ , dp 

У = p + x - j -  + tp (p )- j-  ; p = p  + x —  + (p ( p /— -, 
dx dx dx dx

(x+<p’( p ) ) ^  = 0.

Quyidagi hollar vujudga keiishi mo’mkin:
p  = C yoki x + ip'(p) = 0 

Birinchi holda bu tenglamaning umumiy yechimi bir parametrli integral egri chiziqlar 
oilasi v -Cx > <p (C) dan iborat bo’ladi 
Ikkinchi holda

[у = хр + <р(р) ( ) ] )
{x + tp'(p) = 0 

parametrik ko’rinishdagi yechimni hosil qilamiz.
( I I )  sistema (3) sistemaning xususiy holi bo’lib, maxsus yechimni beradi.

Misol. Quydagi tenglamalami integrallang.
a)_v/ 2 i (x-y)y' - x -0; Ъ)у~у' Iny'; c)x=y' •sinj/';

d ) y = e r ; e)y=xy'2> y '2', f) y=xy'-y'2.
Yechish. a) Berilgan tenglamani У ga nisbatan yechamiz:
}J„ x - y ± J ( x - y ) 2 +4xy  ̂ ^ yl = _ x

2 у  у
Bundan y=x> C, y2i x*=C.
Javob: y=x+C, y 2+x2=C.
b) Berilgan tengiama - (3) ko’rinishdagi tengiama, shuning uchun

У =p desak, y~p\np  ga ega bo’lamiz.
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Bu tenglamaning ikkala tomonini x  bo’yicha differensiallasak, y = (ln p + l)—
dx

yoki y'=p bo’lgani uchunp=(lnp+l)—  hosil bo’ladi.
dx

Umumiy yechim bunday yoziladi:
( l n p  +  1 )2

2
[y=  p \n p

с) jc=y+siny - (4) ko’rinishdagi tenglama. Bu yerda ham y '- p  deymiz, u holda
d y

x=pisinp. Endi -- = p  tenglikni dy=pdx kabi yozib olamiz. 
dx

So’ngra
jdy  = jp (x)dx  = | и = p(x), dv — dx, du = dp, v = x\ =

= px -  jxdp  = px — ^{p + sin p)dp  = px  -  —  + cos p  + C

bo’lgani uchun y=px - + cos p  + C .

Umumiy yechim quydagicha yoziladi:

1
x — p  +  sin p

у  = ^ p 2 + psin  p  + cosp  + C

I x=  p  + s in p  

1
y  = —p + p s in p  + cosp  + C

d )y = e v tenglama (5) ko’rinishdagi tenglama. 
Yuqoridagidek ish tutamiz:
. t  . P p  , In/J-1 1 dp dp

У~Р< P -e  , Inp= — ,y= -— , dy= -r t-— dp, dx=—dy = —----------,
у  Inp  In p  p  p m p  p In p

jc=ln|ln p| + —— I-C  
In p

Umumiy yechim ushbu parametrik ko’rinishda bo’ladi:

•x=ln|lnp\ + —— + С ; y= -^~
1 1 In p  In p



Javob:
дг = Inlln /)| + — + C 

In p

_ p  
In p

e )y~ xy2+y'2 tenglama Lagranj tenglamasidir./  -p  bo’sin.
U holda y=xp2+p2 yoki y=(x+ 1 )p2.
Buni x  bo’yicha differensiallaymiz:

У - р 2+2(х+ \)p -j-  
dx

У - p  ekanini e‘tiborga olib, so’ngra hosil bo’lgan tenglikning ikkala tomonini p  
ga qisqartirib, o’zgaruvchilami ajratsak, quydagilarga ega bo’lamiz:

p=p2+2(x+l)p— , \-p= 2(x+ \)p— , —  = , buyerdan 
dx dx x+i 1 - p

lnjjc + 1| = —21n jl — p\ + 2 \a C .
Potensirlasak:

С2Xf i = _ b _
0~p)

Demak, umumiy yechim parametrik shaklda ushbu ko’rinishda bo’ladi:
C2 |

(13)
r - 2  2 ' 7С p  

y ~ ( l-p )2
(13) dan p  parametmi yo’qotamiz. Buning uchun

/72 - (1 -(1 -д>))2= ГI — =£=1 -  ^ x + 1 ~ ifodani topamiz va uni у=(дс-> 1 )p2
\ V* + U JC+I

tenglamaga qo’yamiz.
Shunday qilib, umumiy yechim quydagicha bo’ladi:

,  = (V ^ I - c )2.
Javob: у  = (\Ax + 1 -  c ) 2.
f)y-=xy-y'2 tenglama - Klero tenglamasidir.
Umumiy yechimni bevosita tenglamadan y' ni С ga almashtirib topamiz: 

y-C x-C 2
Bundan tashqari, bu to’g ’ri chiziqlaming o ’ramasi (11) ga asosan
fx  = 2C

Iy = C x - C 2
bo’lib, u ham Klero tenglamasining integrali bo’ladi. Bundan С ni yo’qotib maxsus

x2
yechim y =~  ni hosil qilamiz.



х  = 2С х 2
Javob:  ̂ ; у =— .

\ у  = С х - С  4
Masala. Shunday egri chiziqlami topingki, ular uchun berilgan ikkita nuqtadan 

istalgan urinmagacha bo’lgan masofalar ko’paytmasi o’zgarmas bo’lib, b2 ga teng 
bo’lsin. Berilgan nuqtaiar orasidagi masofa 2s ga teng.(7-rasm)

7-rasm
Yechish. Koordinata o’qlarini shunday tanlab olamizki, berilgan /•, va b\ 

nuqtaiar Ox o ’qda, koordinatalar boshi О esa bu nuqtalaminng o’rtasida joylashgan 
bo’lsin. y~ J(x) egri chiziqning istalgan M(x,y) nuqtasidan o’tkazilgan urinma chiziq Y- 
y=/(X-x) tenglamasini у'Х-У-(ху'-уУ0 ko’rinishda yozib olamiz. Bu yerda X  va Y 
urinma nuqtalarining o ’zgaruvchi koordinatalari.

Urinma tenglamasini normal ko’rinishga keltirib, berilgan nuqtalardan 
urinmagacha bo’lgan d\ va d2 masofalami topamiz: 

л _ ±Cy' + (xу" -  у)

Shartga ко’ra d, d2=b2, shuning uchun
(xy'-yf-C2/ 2 b2(y'2+1) yoki у  = xy’± ^ ± 7 ,

bu yerda C 2 ± b 2 = a 2 deb olingan. Hosil qilingan tenglama Klero tenglamasidir. 
Uning

у  = C x ± 4 a 2C 2 ± b 2 umumiy yechimi to’g’ri chiziqlar oilasidan iborat. 
Maxsus yechimni topamiz. Buning uchun umumiy yechimni С bo’yicha 
differensiallaymiz va ushbu tenglamalar sistemasini tuzamiz:

a 2Cx = + - ... — ,
■Ja C 2 ± b 2

-Ja2C 2 ± b 2
(ikkinchi tenglama x  ning ifodasini umumiy yechimga qo’yish orqali hosil qilingan). 
Bu sistemani quydagicha qayta yozib olamiz:



х  _ аС
— =  + -
а  4  а1 С2 ±Ь

У = + -

Bundan С ni yuqotib — + ~  = 1 va —  -  ~  - 1  larni hosil qilamiz.
a  b a b

Shunday qilib, izlanayotgan egri chiziqlar ellipslar va giperbotalar ekan.
, x 1 y 1 , x 2 у 2 ,

Javob: —  = 1, —̂  = 1. 
a 1 b1 a 1 b2

Izoganal va ortagonal trayektoriyalar
Bir parametrli yassi silliq chiziqlar oilasi

Ф(х,у,а) =0 (14)

a-parametr, tengiama bilan berilgan bo’lsin. Shu chiziqlar oilasining har bir chizig’ini 
o’zgarmas a  burchak bilan kesib o’tuvchi chiziq berilgan oilaning izogonal 
irayektoriyasi deyiladi.

Hususan, a  ~ ~2  bo’lganda tegishli izogonal trayektoriya o rtogona l trayektoriya

deyiladi.
Egri chiziqlar oilasi o’zining

F (x ,y ,y ')= 0  (15)
differensial tenglamasi bilan berilganda izogonal trayektoriyalar oilasining

y*T fc
differensial tenglamasini topish uchun (2) tenglam ada/ ni —------ bilan almashtirish

1 ± ky'
lozim, bu yerda k-egri chiziqlaming trayektoriyalar bilan kesishish burchagining

tangensi. Hususan, ortogonal trayektoriyalar uchun /  ni ga almashtirish
У

kerak.
Agar egri chiziqlar oilasining differensial tenglamasi qutb koordinatalar 

sistemasida
Ф (г,в,г') = 0 (16)

ko’rinishda berilsa, izogonal trayektoriyalar oilasining differensial tenglamasini

d r i + kL ,topish uchun (16) da r ' =—  n i ----- ~ r  bilan almashtiramiz.
d e  L k

r '
r 2

Hususan, ortogonal trayektoriyalar uchun r' ni — - ga almashtirish kerak.
r

Masala. x2+y2~2ax aylanalar oilasining ortogonal trayektoriyalarini toping.



Yechish. x2-ryi~2ax aylanalar oilasining differensial tenglamasini tuzamiz, 
buning uchun berilgan tenglamaning ikkala qismini x  buyicha differensiallaymiz:

2xi 2yy' - 2 a .
2 2 X 2 + V 2x  +y=2ax va 2x+2y/ =2a tenglamalardan a ni yo’qotsak, 2x+2yy'=----------

2 xyyoki / =  hosil bo’ladi. Ortogonal trayektoriyalar oilasining differensial
x  -  у

tenglamasini topish uchun bu tenglamada y' ni ga almashtiramiz. Natijada
У

2xy/=■-- - ■ hosil bo’ladi. Hosil dilingan tengiama bir jinsii tengiama. Uni yechish 
x  —y

uchun y=xu almashtirishni qo’llaymiz. U holda y'=u- xu’ va tengiama u'x+u=-------
1 -  и

yoki u’x= ~  --д- ko’rinishda bo’ladi. O ’zgaruvchilami ajratib, so’ngra integrallaymiz:

, du, In | jc |= f-—*~ du 
t/x u + u

Bu tenglikning o’ng tomonidagi integralni topish uchun integral ostidagi to’g’ri 
kasr ratsional funksiyani oddiy kasrlarga ajratamiz:

1 - u 1 _ 1 2 и 
и + м3 и 1 + u2 

Bulami integrallab topamiz:

f-——j d u  = J—  -  f— = ln |« |-ln |l + u2\ + InC = ln-- ~
U J l + tt

Topilgan ifodani (3) ga qo’ysak, quydagiga ega bo’lamiz:

i и  i \Cu\ i • Cu 1пЫ = 1п —— у  yoki x  =
1 -i-M 2 \  +  U 2

Bu tenglikda и ni — bilan almashtirsak, x2+y2=Cy ga, ya’ni yana aylanalar 
x

oilasiga ega bo’lamiz.
Ikkala oilaning barcha aylanalari koordinatalar boshidan o ’tadi, biroq berilgan 

oiia aylanaiaming markazlari Ox o’qda trayektoriyalarining markazlari esa Оу  o’qda 
joylashgan.

Javob: x2:y 2=Cy.
Masala. r=2as\n$ egri chiziqlar oilasining ortogonal trayektoriyalarini 

toping.
Yechish. A w al r-2asin0  egri chiziqlar oilasining differensial tenglamasini 

topamiz:
/•=2asin0, r ’=2acos0 

Bu tenglamalardan a ni yo’qotib, 
r'=rctg0 ga ega bo’lamiz.



Ortogonal trayektoriyalar oilasining difTerensial tenglamasini topish uchun r  ’ ni
г 2 Г* .—  ga almashtirsak — = -tg 6  bo’ladi. Bu tenglamani integrallab, izlanayotgan egri 
r' r

chiziqlar oilasining ortogonal trayektoriyalarining
r=2Ccos6

ko’rinishda bo’lishini topamiz.
Javob: r  -2Ccos0
Masala. r  -ae* logarifmik spirallar oilasining har bir chizig’ini 45° burchak 

ostida kesuvchi egri chiziqlami toping.
Yechish.
Гr = ae°
\r'=ae°

sistemadan r’=r ko’rinishdagi tenglama kelib chiqadi. Izogonal trayektoriyalar
г ч~ kr

oilasining differensial tenglamasini topish uchun bu tenglamadagi r’ ni ------- - r bilan
r - k r

almashtiramiz, bu yerda masala shartiga ko’ra, A=tg45°=l.
r '  +  r

Demak, ------ r -  r , bundan 2r’=0 ekanligini ko’rish qiyin emas. Bundan r=C
r - r '

ko’rinishdagi izogonal trayektoriyalar oilasini hosil qilamiz.
Javob: r=C.
Masala. U=x2+y2 ko’rinishdagi potensialga ega bo’lgan kuchlar hosil qilgan 

maydonning kuch chiziqlarini toping.
Yechish. Sath chiziqlari U=C ko’rinishda bo’ladi. Maydonning kuch chiziqlari 

sath chiziqlar oilasining ortogonal trayektoriyalari bo’lishini ko’rsatish qiyin emas. 
Demak, izlanayotgan kuchlar x2 <y2=C aylanalar oilasining ortogonal trayektoriyalari

bo’lar ekan. Bundan: 2x+2yy’=0. у  n i - — bilan almashtirsak,
У

1п>' = 1п|дг|+1пС, y  = Cx, x 2+ ~  = a 2.

7 У2 7Javob: v = Or, x  + —  = a .
2

Birinchi tartibli differensial tenglamalarniyeching(5.1.-5.4.).

5.1. y ( y f  ~ (xy  + \)y '+ x = 0 . 5.2. (y)'3- — y ' = 0.
4x

5.3. x 2( y ’)2 + 3 xyy’+ 2y2 = 0. 5.4. (y)’ 3- y ( y f  - x 2y ’+ x 2y  = 0 .
Quyidagi tenglamalarni parametr kiritish yo’li bilan integrallang (5.5-5.8.).
5.5. y  = (y ')2ey 5.6. lny'+ s in y '~ x  = 0

5.7. y ’s in y ’+ c o s y '-y  = 0 5.8. y  = ( y ’)2 + (x + a ) y '- y  = 0
Quyidagi Lagranj va Klero tenglamalarining yechimlarini toping (5.8-

5.12.).



5.9.у^ху'+ф + у '2 . 5.10.у=дг(1 + / ) +  (у')2.

5.11. у  = х(у')1- у '  5.12. (у ')2 + 4 л у '-4 у ' = 0 .
Quyidagi tenglamalaming maxsus yechimlarini toping (5.8-5.12.)

5.13. M a‘lumki, у  = C er + ^  funksiyalar (y'Y  -  yy'+ 4e* = 0 tenglamaning

yechimlari bo’ladi. Mazkur teng.amaning maxsus yechimlarini toping.
5.14. M a‘lumki, x2 + C (x-3 y ) + C2 parabolalardan har biri 

3x(y')2 -6 y y ’+x + 2y = 0 tenglamaning integral egri chizig’i bo’ladi. Mazkur 
tenglamaning maxsus yechimlarini toping.

5.15. Istalgan nuqtasiga o ’tkazilgan urinmasi koordinata o’qlaridan ajratgan 
kesmalari usinliklari yigindisi o ’zgarmas 2a ga teng bo’lgan egri chiziqni toping.

5.16. Egri chiziqning istalgan nuqtasidagi normal! va normalostisi y ig ’indisi 
shu nuqtaning abssissasiga proporsional. Shu egri chiziqni toping.

5.17. Istalgan nuqtasiga o ’tkazilgan urinma va koordinata o ’qlari hosil qilgan 
uchburchaklaming yuzi o ’zgarmas 2a ga teng. Shu egri chiziqni toping.

5.18. Moddiy nuqtaning ixtiyoriy momentdagi tezligi harakat boshlangandan 
shu momentgacha bo’lgan o ’rtacha tezlikdan nuqtaning kinetik energiyasiga 
proporsional va vaqtga teskari proporsional bo’lgan miqdorga farq qiladi. Y o’lning 
vaqtga bog’lanishini toping.

5.19. y  = Cx2 parabolalaroilasiningortogonaltrayektoriyalarini toping.
5.20. r^ a( 14cosip) kardioidalar oilasining ortogonal trayektoriyalarini toping.
5.2\.y^C x  to ’g ’ri chiziqlar oilasining izogonal trayektoriyalarini toping
5.22. x 2 = 2a(y  -  W 3 )  egri chiziqlarni 60° burchak ostida kesuvchi izogonal 

trayektoriyalar oilasini toping.
5.23. у 2 = 4Cx parabolalar oilasining izogonal trayektoriyalarini toping. 

Kesishish burchagi 45° ga teng.
5.24. r2=a2cos2<p lemniskatalar oilasining ortogonal trayektoriyalarini toping.

I -  bohga doir nmol vm  magatahirnmg javobfain ,-1
l . I . arctgx + arctgy =  С . 1.2. I + y 2 = Cx2 .1 .3 . Vl + дг + -J] + у 1 = С .

1.4. -
1 I

y -2  2(jc + 1)
-С . 1.5. y  = s in (C In (l + .x2)); y  = l .  1.6. y  = fa x - 3 x 2 +C

1 .7 .2 y -2 a r c rg y -3 1 n } x - l | + ln |;c  + l |= C  . 1.8. y -x ( \n \y \+ \)  = Cycosx, y=  0 . 

l^ ./g ^ jt + s i n ^  = C . l.lO .x  + y ^ l n ^ j c  + lXy + l ) ) , . ) ^ -  1. l . l l . x - y  + ln\xy\ = C , 
у=0АЛ2. ( x - l ) 2 + y 2 = C2. 1.13.cosy  = C e o s jt.1.14.(1+ e>)eI = C .

1.15. y  = Ce^ . 1.16. y  = С(дг2 — 4 ). 1.17. y  = C co sx . 1.18. y  = C(x + J x 2 +a2).

1.19. In x + у
ХУ

=  С , 0 . 1.20. InJjcyJ + x y ~ C .  1.21. x + у  -  0 . 1.22. 2ey = e* + 1 .



1.23. х 2 + у 2 = 2
/

1 + In
X

\ У )
. 1.24. у  = еГ' г. 1.25. y  = 2sin2x — .

2

1.26. ~ J y -x l n x - x  + 1. 1.27. x2 = 2 + 2у 2. 1.28. sinx. 1.29. 5 min 56s.

1.30. — -— j. 1.31.y=-2e3\  1.32. y  = ~ .  1.33. 60 min.
40 In 2,5 x

2 x

2 . 1. tg— = InlCxl. 1.35.Jt = Ce>*' .2 .2 . y 2 + 3 x y -2 x 2 = C .
X

2.3. jc= C (lny - l n x - 1) 2.4. x = C‘$ ( y /x ) - 2.5. y  = S x ~-2l ~ ~ -
J l + tgH y/x)  '  2(x - 1)

2.6. Зу + x -  ln(x - 2y) = С . 2 .7 .y1-3xy+2x2 - С. 2.8. x 2-y2 = C * .
у  2  _J.

2.9. InCx = - е ~ж. 2.10. y  = — — . 2.11. y 2 = x 2(l + C x). 2.12. y  = xe г“
C + x

2 .13 . y  = x e 2 . 2.14. sin— + ln|x| = 0 . 2.15. y  = - x .  2.16. J x 2 + y 2 =ex 
x

2Л7. y  = 4e~**~ . 2.18. y1 = 2C ^x+ ^-j. 2.19. y = l ™ .  2.20. y = ̂ -

3.1. y  = -i + O r ' 2 . 3.2. y  = (x 2 + C ) e ' \  3.3. y  = (x3 + C )ln x .

3.4. x  + —y 1 + — y + — = Ce2y. 3.5. y =  ( 6 + C )s in x . 3.6. y  = ?-
2 2 4 V:

3.7. у 2 = x (C -ln x ) . 3.8. y - x V = C .  3.9. x2 + /  = Cy2. 3.10. y  =

3.11. >, = 4 x + ^ g j tl £ !) + C’- 3.12. y  = 3.13. y  = - 1

C - e smx

л /^ Т х 1 ' ' 2x 2 x lnC x

3.14. y  = lnx + — .3.15. у  = -̂ —!-+-T ^ -  3.16. у  = ± ; ------ .
X 3 7 2 ^  '  4 ^ 7

2
3.17. y  = x - x 2. 3.18. 3.19. у  = - ^ — . 3.20. y = l. 3.21. y3 = x -2 e ' *.COSX cos*

3.22. y  = — j=L=— . 3.23. v = (v0+ 6>  +*(<w! - 1), buyerda  a = ~ ,  Ь = Ц ^
V l-x 2 + l 2w *,

3.24. /  + R sin rot-со I. cos a>t), (zanjirdagi kuchlanish L— + R!

qonuniyat bilan o ’zgaradi). 3.25. v = —f / - —+ —e *"’ 1к \  к к j

3.26. у  = 2(lT a2) + j -  (tenglamasi | j y - x 2y j  = o! ). 3.27. y  = 2 x - j c l n | x |



4.1.(x+7)(jc-.y)V =C . 4.2. six2- у 2 - x  = C . 4.3. (|  + е'̂  = С .

4.4. xJ ry’-x2-xy ty2~C. 4.5. x3y->x2-y=Cxy. 4.6. xe* \ ye +3x-2_y = C

4.7. x 2 + ^  + e "  = С . 4.8. x3 + 3d2/  + d4 = С . 4.9. xe" -  у2 = С .

4.10. x 2 + у 2 -  2arctg— = С . 4.11. x V - y  = C . 4.12. x 2 cos2 >> + .y = C . 
x

4.13. — C| —^  + x = C . 4.14. 6x 2 -t- Sxy + y 2 - 9 x -  4y = C .

x2 — y2 v 14.15.--- —  + yx = C; fi = y. 4.16. jc —— = r.
2 л  *

1 7 1
4.17. y 3 + x3( ln x -  l) = Cx2; p  = —r  4.18. x2 -------Зх_у = C; p  = — .

* > >

5.1. /  = 2x + C ;y  = - ix 2+C '. 5.2. y  = C ;y = ±-Jx+ C .

5.3. > = £ ; j ,  = £ .  5.4. J, = ±£- + C; j/ = ( V  
лг jc 2

5.5. у = 0 ; Г  = О, + 1 У Ч С . 5-6.1 * = to'  + sin?  .
y  = p 2ep [y = p  + cosp + ps m p  + C

S 3 . , . X I  ХШ* “ ’ * С  . S . » . , . C ^ a ^ C ’ . y . - U * “ )
y  = psinp  + cosp 4

5.9. ^  = Cx + V ^ , x 2 + / = l  5.10 \*  = W - P )  + C e ' J u ^
Iy = 2(p2- ] )2+Ce"(l + p )+ p 2 

x = p - l n p  + C ,  , 
5.11. •{ ( p - 1 )2 . 5.12. y  = Cx + — , y  = - x 2. 5.13. y = 4e2, y  = -4e2.

z 4y  = xp - p  

5.14. У = ~ -  5.15. (y-x-2a)2=&ax. 5.16. у2 =Cx~m + ~ ~ .  5 .17 . xy^a2.
2 2

5.18. S=at2, a-o ’zgarmas son. 5.19. ^ -  + -^- = C 2. 5.20. p = Csm2^ .

_L -v
5.21. x 2 + у 2 = Се* , k = tga . 5.22. y2 -  C(x -  y 4 3).

6 2 y - x

52Ъ. y 1 - x y + 2 x 2 =Ce^  . 5 . 2 4 . /-2 = C s i n 2 < o .



11 BOB. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. 

!-§• Tartibini paanytirish mumkin bo4g«n diffcrenstol tenglam »br. F '

n-tartibli differensial tenglamani simvolik ravishda

F (x,y ,y .....У"'1’, / V O  (1)

ko’rinishda yoki bu tenglamani n-tartibli hosilaga nisbatan yechib bo’lsa,

у<п)=Лх,у,у..... /" '> )  (2)

ko ’rihishda yozish mumkin.
и-tartibli differensial tenglamaning umumiy yechimi x ga va n-ta ixtiyoriy 

o ’zgarmaslarga bog’liq bo ’ladi: у  = g ( x ,C l,C 2,...,C „ ).
Shu sababli umumiy yechimdan xususiy yechimni ajratib olish uchun ixtiyoriy 

o ’zgarmaslami aniqlashga imkon beradigan ba’zi qo’shimcha shartlar ham berilgan 
bo’lishi kerak. Bu shartlami izlanayotgan funksiyaning va uning (n-1 (-tartibgacha (y 
ham kiradi) barcha hosilalaming biror nuqtadagi qiymatlarini, ya’ni x=xo da

У(х0) = у0, y '(xu) = y i,...,y t’’-l)(xa) = y n__] (3)

berish bilan hosil qilish mumkin. (3) sistema boshlang'ich shartlar sistemasi deyiladi. 
Berilgan (2) differensial tenglamaning (3) boshlang’ich shartlar sistemasini 
qanoatlantiruchi xususiy yechimini topish masalasi Koshi masalasi deyiladi.

Yuqori tartibli differensial tenglamalami integrallash masalasi birinchi tartibli 
tenglamani integrallash masalasidan ancha qiyin bo’lib, har doim ham birinchi tartibli 
tenglamani integrallashga keltiraverilmaydi. Shunday bo’lsada chiziqli tenglamalardan 
tashqari barcha turdagi yuqori tartibli tenglamalar uchun integrallashning asosiy usuli 
tartibini pasaytirish, ya’ni berilgan tenglamani unda o ’zgaruvchilami almashtirish 
orqali tartibi pastroq tenglamaga keltirish bo’lib hisoblanadi. Biroq tenglamaning 
tartibini pasaytirishga har doim ham erishish mumkin emas. Biz bu yerda tenglama 
tartibini pasaytirishga imkon beradigan n-tartibli tengtamalarning eng sodda turlari 
bilan tanishamiz.

1. Ushbu
У ’-/* )  (4)

tenglamaning tartibini pasaytirish, ketm a-ket integrallash yo’li bilan amalga oshiriladi:
= \f(x )d x  + C-

y - 2, = ^ m d x  + C[)dx + Cl =  \d x \f(x )d x  + C\x + ( \-



у  -  jdx \dx....ff(x)dx  + С, + C2 +... + C„;

2. Izlanayotgan у  funksiya va uning y', y ”..... y(k'!) hosilalalri oshkor holda
ishtirok etmagan

% / ' / ” .....У л))=0 (5)
differensial tenglamaning tartibi

У * '= г ; /* * '’ = *'; ... y M = zl^ l) 
almashtirishlar yordamida к birlikka pasaytiriladi:

F(x, z, z',...,zu~k)) = 0.
3. Erkli x  o’zgaruvchi oshkor holda ishtirok etmagan

F(y,y',y"..... / V  0 (6)
tenglamaning tartibi

, _  ,  _  dy' __ dy' dy _ dp 
У P' У dx dy dx d y P '

dy’ dy" dy dy" _  ( d y _ d 2p  2 ( dp ̂
y  dx d y 'd x ~ d y p dy P dyl P + \ d y ) P 

almashtirishlar orqali bir birlikka pasaytiriladi.
4. F {x ,y ,y ',y " ,...^ 'i)) fu n ks i у а  у, / , у " ,..., У" * larga nisbatan b irjin sli bo’lgan

(7)
tenglamaning tartibi v = almashtirish orqali bittaga kamaytiriladi.

5. Tenglamaning chap tomoni aniq hosila bo’lgan hoi. Bu holda tenglama 
tartibini bir birlikka pasaytirish bevosita integrallash yo’li bilan amalga oshiriladi.

Albatta, bunday hoi kamdan-kam uchraydi. Ayrim hollarda tenglamani bunday 
ko’rinishga keltirishga ba’zi sun’iy shakl almashtirishlar orqali erishiladi, biroq 
bunday shakl almashtirishlaming biron-bir umumiy usulini bu yerda ko’rsata 
olmaymiz va misol keltirish bilan chegaralanamiz.

Masalan, y"-xy'-y-<j tenglamani qaraylik, tenglamaning chap tom onini (}>'- 
xy)' " 0  ko ’rinishga egaligini ko’rish oson, hosil qilingan tenglamani integrallab, 
quydagiga ega bo’lamiz:

y' -xy-C  (8)
Bu tenglama birinchi tartibli chiziqli tenglamadir. Shu sababli 

y~uv  (9)
almashtirish bajaramiz. Bu holda

y'=u'viuv' ( 10)
(9) va (10) ni (8) ga qo’ysak,

dv x 2 *2 -~ ~u'v+u(v'-xv)=Ci, V-xv=Q, —  = xdx,lnv = — ,v = e 2 , e 2 и’ = C ,, u' = C ,e2 ,
v 2

x :  х г x 2

t t - C xje 2 dx + C2,y  = e 2 (Cj je 2dx + C2 umumiy yechim hosil bo’ladi.



Bu yerda hosil bo’lgan je 2 dx integral elementar funksiyalar bilan ifodalanmaydi,

biroq bunday noelementar funksiya uchun to ’liq jadvallar mavjud.
Misol. Quyidagi tenglamalaming umumiy yechimlarini toping:

a) y '"  =xtcosx, b)xy"=y'\n— , c)y"+{y’)2=2ey,
x

d) x2yy"=(y-xy')2, e)yy"-(y')2-y2-0.
Yechish. a) / ”=j:+cosjc tenglamaning ikkala tomonini x  bo’yicha uch marta

ketma-ket integrallab, quydagilami y"=— +siru+2C'i; y'=------cosx + 2Ctx + C2;
2 6

x *
y = —  r  sin л + C,x2 + C2x  + C; hosil qilamiz.

b) xy"=y'ln— tenglamani (5) ko’rinishdagi tenglamadir. y'=p birinchi tartibli
x

bir jinsli p '= —In— tenglamaga kelamiz. Shuning uchun p~xu  almashtirishdan 
x x

foydalanib, p'^u+xu' ni topamiz. p  v ap' ning bu ifodalarini hosil qilingan tenglamaga 
qo’yib, 14+xu' =wlnw o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamani hosil qilamiz. 
O ’zgaruvchilami ajratib, 

du dx 
и(1п « - 1) x

ni hosil qilamiz. Bu tenglamani integrallab, quydagilarga ega bo’lamiz:
1п|1пи - 1|= ln|jc|+ ln |C ,|=  ln|C,x|, In и -1  = C,Jf, \nu = I + Ctx,u = e1*1'*

Bu yerda и ni — ga, p  ni esa /  ga almashtirsak, y' = xeltt,x tm glam a hosil 
x

bo’ladi. Uni integrallaymiz:

и = x,dv = eM,‘dx
>■= jxeu“xdx =

du = dx,v = — eM'* 
C,"I

■■ — eM" -  “ + C2 = aM A  —  — ^  | ■+ C2
c , c ,J [ c t c t

c) y"  i /  =2ey tenglama (6) ko’rinishdagi tenglamadir.

y'=p xay"=p—  deb, p — +p2=2ep 
dy dy

Bernulli tenglamasini hosil qilamiz. p2=z deb olamiz, u holda

~ + 2 z  = 4e~y (2)
dy

:hiziqli tenglama hosil bo’ladi. Shu sababli
z^uv  (3)

lmashtirishdan foydalanish mumkin. Bu holda
2=u'WuV  (4)



(3) va (4) ni (2) ga qo’ysak.

u'v+u(v,+2v)=4e~y, v '+2v=0, - = - 2 dy, lnv=-2v, v - e 2y, e 2yu'-4e~y, u’^4ey,
v

u=4ey+Ch z=4e~y+C,e~2y ni topamiz. Bu yerda z ni p2~u'2, (p2=z) ga

almashtirib, — = ±J4e~y +C,e 2r ni hosil qilamiz. O ’zgaruvchilami ajratib, so ’ngra 
dx

integrallasak, quydagilami hosil qilamiz:

— tdx, ~ = - - - --- tdx, +  C  =  ±  X +  C2 ,
7^-' + Схе г’ 74e'+C, 2

+С1) = (+дг+С2)2, *■' +% = (±* + С,)г.4 4
d) Berilgan х2ху ”=(у-лУ)2 tengiama >\ у ,  У ' larga nisbatan bir jinsii, demak 

y  = e J desak,

У = ze^<Jr)* , y" = (z’+ z2)e^k, x2(z' + z2) ^ 2* = bu yerdan

л,22 = х + С1, z = —+ ^~ , | г 4з!)с= j f— + ̂ j )а!дс = 1п |л |- —  + lnC 2 . Shuning
X X \ X X J X

uchun
f a *  to|x|~i+taC, ^

y  = e} =e x = t 2xe 1 .

2 7 yy" ~ y 1e) уу?'У - y ~0 tenglamani quyidagicha yozish mumkin: —— ~ — = 1. Bu
У

d{ v . . . . .  у
tenglamani — —-  = 1 ko’rinishda keltirib integrallasak, birinchi tartibh — = x + C, 

dx v
tenglamani hosil qilamiz. Uni yechamiz:

(r 4-Г }2
—  - { x  + C^dx, ln |y | = -------- !----- ln|C2|, ya’ni y = C2e 2 .
У 2
Misol. Koshi masalasini yeching: y ’ = yy’,y{\)= 2,y’(\)=2.
Yechish. p (y )  = y \  y"  = pp’ almashtirishlar berilgan tenglamani pp' =  yp 

tenglarnaga olib keladi. Bunda quyidagi ikkita hoi qaralishi lozim :
a)p  = 0 ,у ’ =  0 , у  = С. у ’ ( I )=2 /  0 bo’lgani uchun bu holdayechim  yo’q;

z !
2 ' r '~ ' -  - -  2 • 

Demak,

b )p ’ =  У, \dp  = \ydy, p  = ^~  + C>, p (2) = 2 = > 2  =  2 + С ,= > С ,= 0 = > р  = - 

Demak,

X  = = / Л * = ^(1) = 2 => -1  = 1 + C 2 => C 2 =  -2 .
dx 2 3 у  J _y

2
N atijada yechim hosil bo’ladi: > -



Javob. У -  ■

Masala. Koordinatalar boshidan o ’tuvchi shunday egri chiziqni topingki, uning 
biror M  nuqtasidan o’tkazilgan Ml' urinma, shu nuqtaning MP ordinatasi va Ox o ’qi 
bilan hosil qilingan MTP uchburchakning yuzi egri chiziqli OMP uchburchakning 
yuziga proporsional bo’lsin. (9-rasm).

Yechish. MTP uchburchakning

yuzi S . =  — MP ■ PT 
л 2

formula bo’yicha

topiladi. Bu yerda MP=y son M  nuqtaning 
ordinatasi, PT urinma ostining uzunligi

PT=2~ ga

,2

teng. Demak, 

OMP egri chiziqli

X

trapetsiyaning yuzi S, = jydx  ga teng.

j 2 i
M asalaning shartiga ko’ra — • ~  = k jydx . Bu tenglamaning ikkala tomonini x

2 У о
bo’yicha differensiallab, 2y'2 -  yy" = 2kyn , (y * O) ni hosil qilamiz. Hosil qilingan 
tenglama (6) ko’rinishdagi tenglamadir.

y '~p  va y ,f — P~~  deb o ’zgaruvchilari ajraladigan 2(k -  l ) p 2 = -py^~- 
dy dy

tenglamaga ega bo’lamiz. Integrallashdan so’ng,
2(A-l)lny=-ln/?+lnCi yoki у и  гp ~ C, hosil bo’ladi. p o ’m ig a y  ni qo’yamiz:

«-1
y lk 2dy = Ntdx, --------= Ntx + N2. y(0)=0 boshlang’ich shartdan C3=0 kelib chiqadi.

2k - 1
Demak, izlanayotgan egri chiziqning tenglamasini ushbu ko’rinishda hosil qilamiz:
y2k-i _  yercja q  _  c^(2k - 1).

Quyidagi tenglamalarning umumiy yechimlarini toping (1.1-1.6).
1. 1. xy"'=2. 1.2. y '= l + y 2.
1 .3 .y ' '+ / '2=0. I.4 .y"= ay.
1 .5 .2 У У ’=1. 1.6.УУ”-З У '2=0
Q uyidagi tenglamalarning umumiy yechimlarini va _y(0) =  - l , y ( 0) = 0 

>oshlang’ich shartlarni qanoatlantirgan hususiy yechimlarini toping.
1.7. х у " -у '= х ге‘ 1.8. y y " - (y ’)2 +(y')3=0
1.9. y ”+ y'tgx = sin2x. 1.10. ( У )2 + (У )2 = a2



1.11. Shunday egri chiziqni topingki, uning biror nuqtasidan boshlab 
hisoblangan yoy uzunligi shu yoyning oxirgi nuqtasida o’tkazilgan urinmaning 
burchak koeffitsientiga proporsional bo’lsin.

1.12. Egiluvchan bir jinsli cho’zilmaydigan ingichka ip uchlari bilan ikki 
nuqtada maxkamlangan va ipga uning gorizontal proeksiyasi bo’ylab bir xil 
taqsimlangan kuch ta ’sir qiladi. Ipning og’irligini hisobga olmay, uning muvozanat 
holatdagi shaklini aniqlang.

1.13. m massali moddiy nuqta harakat bo’ylab yo’nalgan va yo’lga bog’liq 
bo’lgan kuch ta ’sirida to ’g ’ri chiziqli harakat qilmoqda. Agar kuchning bajargan ishi 
harakat boshlangandan beri o ’tilgan vaqtga proporsional va proporsionallik 
koeffitsienti к bo’lsa, nuqtaning harakat qonunini toping.

1.14. Boshlang’ich tezligi v0 bo’lgan m massali moddiy nuqta vertikal tik 
yuqoriga otilgan. Havo qarshiligi kv2 ga teng. Shu sababli, agar Oy o ’qni vertikal

d* у  2
yo’naltirsak, u  holda yuqoriga harakat qilinganda m---~ = -m g -k v  ko’rinishdagi

d 2 у  2tenglamaga, pastga tushishda esa m - ~  = -mg + kv ko’rinishdagi tenglamaga ega

bo’lamiz, bu yerda v = —  . Nuqtaning yerga tushish paytdagi tezligini toping. 
dt



2-§. Yuqori tartibli chiziqli differensial tenglamalar.

«-tartibli chiziqli differensial tenglama deb,

У ”»+р1(*)Ул" + р 2(*)У''-2)4 ...^pn{x)y' ypn(x)r-J\x) (1)

ko’rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu y erdap i(x ),p2(x),..., p„(x) va j{x) lar biror [a;b] 
kesmada uzluksiz funksiyalar.

Agar ftx)*Q  bo’Isa, (1) tenglama chiziqli bir jinsli bo’lmagan tenglama 
deyiladi. Aks holda, ya’ni Ддг)=0 bo’lsa, (1) tenglama

У ^+ рМ у^+ Р гЮ у1"'2̂  ... -P„(x)y' i-p„(x)y 0 (2)

ko’rinishga kelib, u chiziqli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
1. Agar n ta a,, bir vaqtda nolga teng bo’lmagan sonlar mavjud bo’lib,

[a;A] kesmada barcha* lar uchun

a ,y x + a 2y 2 + ... + a„y„ = 0 (3)

ayniy munosabat bajarilsa y\, y2 y„ funksiyalar sistemasi [a;b] kesmada chiziqli 
bog ’liq deyiladi.

Aks holda, ya’ni (3) ayniy munosabat faqat a, = a 2 = ... = a n=0 bo’lganda 
bajarilsa, u holda y ,,y 2,..,y„ funksiyalar sistemasi chiziqli erkli deyiladi.

Agar у  и у г ,.., y„ funksiyalar (n-l)-m arta differensiallanuvchi bo’lsa, u holda 
ulardan tuzilgan ushbu

У, Уг •• Уп

W(y,,y1,-.,y„) = У,’ Уг •• У„

у!" v r 1’- •л-Г“
determinant Vronskiy5 determinanti yoki vronskian deyiladi. Vronskian funksiyalar 
sistemasining chiziqli bog’liqligi yoki chiziqli erkliligini tekshirish vositasi 
hisoblanadi. Uning qo’llanishi quydagi ikkita teoremaga asoslangan.

1-teorema. Agar y\, y2, y„ funksiyalar chiziqli bog’liq bo’lsa, u holda 
sistemaning vronskiani aynan nolga teng bo’ladi.

2-teorema. Agar y h y2 y„ chiziqli erkli funksiyalar bo’lib, ular birorta n- 
tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglamani qanoatlantirsa, u holda bunday 
sistemaning vronskiani hech bir nuqtada nolga aylanmaydi.

2 . n-tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglamaning y2, .. . ,  y„ xususiy 
yechim lar sistemasi n ta  chiziqli erkli funksiyadan iborat bo’lsa, bu sistemani 
fundamental sistema deymiz.

5 Yuzef Vronskiy (1776- 1853) -  polshalik matcmatik va faylasuf.



1-teorema. Agar y b y 2, .... y„ funksiyalar (2) tengiama yechimlarining 
fundamental sistemasini tashkil etsa, u holda ulaming

y^Ciyt+C^t- ...+Cny„ 
chiziqli kombinatsiyasi bu tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.

2-teorema. Chiziqli bir jinsii bo’lmagan (1) differensial tenglamaning umumiy 
yechimi bu tenglamaning у  xususiy yechimi va unga mos bir jinsii (2) tenglamaning 
у  umumiy yechimi yig’indisidan iborat, ya’ni

y  = y  + y .
Agar (2) ning chiziqli erkli y Jt y2, y„ yechimlari m a‘lum bo’lsa, u holda

о 'zgarmaslami variatsiyalash usulini qo’IIab, ( 1) ning umumiy yechimini 
y  = C,(x)yt + C2(x)y2 + ...+C„(x)yn 

formula bo’yicha topish mumkin, bundagi СДдг) lar

Y,C,Xx)y,f"=  0, ( t  = 0, ( n - 2)),
*=l

Z c . W y r ^ A x )
(3)

sistemadan topiladi.
Misol. Berilgan yechimlaming fundamental sistemalariga mos bir jinsii 

differensial tenglamalami tuzing.
a) e'*, e' 
Yechish. 

belgilaymiz) e 
determinanti

, b) x , x , c) e \x ,x  \ d) 1, x, e'.
a) Izlanayotgan tenglamaning ixtiyoriy yechimi (uni u deb 
' ,ex larga chiziqli bog’Iiq bo’ladi. Shu sababli ulaming Vronskiy

e e у  
W(e x,ex,y)= -e~x ex y' = 0  

e "  e ‘ y"
Bundan y " -y  =  0  ko’rinishdagi izlanayotgan tengiama hosil bo’ladi.

b) Izlanayotgan tenglamani a) misoldagiga o ’xshash tuzamiz:
3 4 ‘X X у  

W ( x \x \ y )  = 3x24x3 y'
6x I2x2 y"

= 4x6y"+ 36x*y + 6x V -  24x4y  - 12x5y'~ 3x6y" = 0 

x6y"-6x5y'+12x4y  = 0 , x2y"-6xy'+ I2y = 0.
c) Izlanayotgan tenglamaning istalgan yechimi e'.x, x' larga chiziqli bog’Iiq 

bo’lgani uchun ulam ing Vronskiy determinanti W(ex ,x ,x \y )  = 0 bo’ladi. Bu 
tenglamani ochib yozsak:



е х х  у
е' 1 Зхг у'
ех 0 6х у"
г '  0 6 У"

Chap tomondagi determinantdagi birinchi ustunda turgan e* ni determinant 
belgisining oldiga chiqarib, so’ngra hosil qilingan determinantni oxirgi ustun 
elementlari bo’yicha yoysak, quyidagiga ega bo’lamiz:

1 x  jc3 у  
1 1 3jc2 y '
1 0  6 x y "
1 0  6 y m

г
1 1 Зх2 1 х X3 1 х  х 3 1 X X3

\

ех ( - D 5̂ 1 0 6х +  ( - 1) У 1 0 6х + ( - l ) V 1 1 3jc2 + ( - i ) V 1 1 Зх2
1 0 6 1 0 6 1 0 6 1 0 бдс J

=ex(-y (6 x -6 ) + y \6 x 2 -6 x )-y " (6  + 3x3 - x 3 -6 x )  + y ”(6x + Злг3 -  jc3 - 6x 2)) =

= e*((2x3 -  6x2 + 6x )y m-  (2x3 -6 x )y m-  (2x3 —6x + 6)y“+ (6x2 - 6x )y '-  
-(6 x -6 )y ) = 0

Hosil qilingan tenglamaning ikkala tomonini 2 e 'g a  qisqartirsak, ushbu 
ko’rinishdagi

x(x2 -3 x  + 3)y”'-(x3 -3 x  + 3)y”+3x(x ~ l)y '-3(jc -  l)y  = 0 
differensial tenglamaga ega bo’lamiz.

d) Izlanayotgan tenglama ushbu shaklda bo’ladi:
1 x ex у
0 1 ex у'
0 0 ex у' 
0 0 ex у'"

= 0 .

Bu tenglamaning chap tomonidagi determinantni c) misoldagiga o ’xshash 
hisoblaymiz:

x 1 у  
O i l y ’

0 0 1 у  

0 0 1 /

ex( - \ ) s у
0 1 1 

0 0 1 

О О 1

+(- i) V
1 X 1

0 О 1 

О О 1

1 X 1 1 д: 1

+ ( - > ) V 0 1 1 + ( - i  ) V 0 1 1

Оо Оо

= ех( - у Ч  у т) = О



Hosil qilingan tenglamaning ikkala tomonini ex ga qisqartirsak, quyidagiga 
ega bo’lam iz :y ''-y "  = 0 .

Ushbu y"~ pt (x)y'+ p2(x )y  = 0 ikkinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglamaning bitta yechimi y, = y, (x) m a‘lum bo’lsa, uning umumiy yechimi

Щу,,у)  = У\У -/ж*»*
У,'У'

ko’rinishdagi Ostrogradskiy-Liuvill formulasi yordamida topish mumkin. Bu 
form ulagaasosan berilgan tenglamaning yechimi y ly '- y t'y  = C e il’' ^ JX 
tenglamaning yechimi b o ’ladi.

Buni integrallash uchun uning har ikki tomonini ga ko’paytirib,
У

d_
dx

_У_ j _  У\У_^уУ_ tengiikni hisobga olsak, - ' У 
y j  У> У. У,

— I —  I = tenglamani hosil qilamiz. Bundan —  = J —-— -2-----dx + C, yoki
У ,2 '  Ух У ,2

y  = Cly l +C2y li— y t \ d* kelib chiqadi.
У\ W

Misol. O ’zgarmaslami variatsiyalash usulidan foydalanib, ushbu 
xy"+(2x- l ) y '=  -4 x 2 ( l ) b i r  jinslim as tenglamaning umumiy yechimini toping.

2x — \Yechish. A w al berilgan tenglamani y"+--------y' = -Ax ( x * 0 )
x

2x — 1ko’rinishda yozib olamiz. Mos bir jinsli y + --------y '= 0  tenglamani y'= p  va
x

y"= p' deb, o ’zgaruvchilari ajraladigan
, 2* - 1p +--------p = 0

x
tenglamaga keltiriladi. O ’zgaruvchilami ajratib, so’ngra integrallasak, quyidagilarga 
ega bo’lamiz:

dx x p \  x J

1п|р| = -2дг + 1п|дг| + 1п|С,|, In 

p  — Ctxe~2r

P
C.x

= -2 x

p  n iy ' ga almashtiramiz: y ’= Csxe 2x. Hosil qilingan tenglamani integrallasak, 

bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi у  = C,e 2x(2x + l)+C2 kelib chiqadi.

Berilgan tenglamaning umumiy yechimini y = C,(x)e lx(2x + ])+C2(x) 
ko’rinishda izlaymiz. (3) ga ko’ra C t(jc) va C2(jc) funksiyalar



t
С,'(хУ 21Г(2х  + ])+С1'(х )= 0

С,'(л) = е 2' ,  C ,M  = V + C „  *

С1’(х )= -2 х -I , С2(х)= - х 2 - х + С2
Topilgan С](х) va C2(jc) funksiyalami (2) ga qo ’ysak berilgan (1) tenglamaning 

umumiy yechimi quyidagi

ko’rinishda bo’ladi .
Berilgan yechimlaming fundamental sistemalariga mos bir jinsli differensial 

tenglamalami tuzing (2.1 -2 .8).
2.1. у, (* ) = •*, y2(x) = ex. 2.2.y,(x) = \, y 2(x ) = co sx

2 3 .у1( х ) ^ е х, у 2(х) = х ,у г(х) = х2. 2 A .y l(x) = e‘, y2(x) = shx, y3(x) = chx

2.5. (2x + l ) y n+ (4 x -2 )y '-S y  = 0 tenglamaning bitta y l = e '2x xususiy 
yechimi ma‘lum bo’Isa, uning umumiy yechimini toping.

2 .6. (4x2-x ) y "+ 2 (2 x - l )y ' - 4 y  = ]2x2-b x  tenglama y, = -  xususiy yechimga

ega. Bu tenglamaning umumiy yechimini toping.
2.7. y ”+tgxy'+cos2 xy = 0 tenglamaning bitta yechimi y l = cos(sinx) bo’lsa, 

uning y(0)=0, j ' ,(0)=l boshlang’ich shartlarini qanoatlantiradigan yechimini toping.

2.8. x 3y" '-3x2y ”+6xy'-6y = 0 tenglamaning y t = x ,y2= x2 xususiy 
yechimlari yordamida uning umumiy yechimini toping.

O ’zgarmaslami variatsiyalash usulidan foydalanib, quyidagi bir jinslim as 
tenglamalarning umumiy yechimini toping (2.9-2.12).

2.9 у "+ у 7gx = cos xctgx 2.10. x In х у у ' = lnJ *

2.11. у  “- у  ’ = e2'  cose'. 2.12. xy ”- ( l  + 2x2̂ y ’ = 4x'e' .
2.13. 6 m uzunlikdagi zanjir stol ustidan ishqalanishsiz sirpanib tushmoqda. 

Agar harakat zanjiming I m uzunlikdagi bo’lagi osilib turgan paytdan boshlansa, 
butun zanjir qancha vaqt ichida sirpanib tushadi?

2.14. Agar r=0 da s=0 va f=5 da s=20 bo’lsa va harakatning tezlanishi vaqtga 
bog’liq ravishda a=\ ,2t formula bilan ifodalansa, nuqtaning harakat qonunini toping.

2.15. m= 1 massali moddiy nuqta markaz tomon to’g’ri chiziqli harakat 
qilmoqda. Uni markazga k 2x teng bo’lgan kuch bilan itaradi. Bu yerda jc-markazdan

moddiy nuqtagacha bo’lgan oraliq. Agar t=0 bo ’lganda x=a va ~ = k a  bo’lsa,
dl

harakat qonunini toping.



3-§. O 'tgnm ns ko«fflfr»entli cbiziqti differensial tengtow hr.

n-tartibli o’zgarmas koeffitsientli chiziqli bir jinsii differensial tengiama 
+ a l_y*"'i! + ... + a„y = 0 (I)

ko’rinishga ega. Bu yerda barcha aiya2,...,an koeffitsientlar haqiqiy o’zgarmas 
sonlardir. Bu holda xususiy yechim lam ing fundamental sistemasini, binobarin, 
umumiy yechimini izlash so f algebraik amallami bajarishga -и - darajali bitta 
algebraik tenglamani, ya’ni ushbu

r" + ar"~' + ... + anAr + a„= 0 (2)
xarakteristik tenglamani yechishgakeltiriladi.

(2) tenglamaning har bir m > 0 karrali haqiqiy ildiziga umumiy yechimdagi 
(c, + C2x + ... + Cmx ^ ) e "

qo ’shiluvchi mos keladi.
(2) tenglamaning har b ir m > 0 karrali a  ± jii qo’shma kompleks ildizlar 

juftiga umumiy yechimda
е “ ((л, + A2x +...+ dm_,xm ')cosfix + (в1 + Вгх +...+ Bm ,x" 1 )sin>®c) 

q o ’shiluvchi mos keladi.
Bir jinslimas

/ я) + а,У"_1) + ...+  any  = / ( x )  (3)
tenglamaning у  umumiy yechimini topish uchun, 2-§ dagi 2-teoremaga ко’ra uning 
birorta xususiy yechimini bilish yetarlidir, bunda unga mos bir jinsii ( 1) tenglamaning 
umumiy yechimi yuqorida keltirilgan l ) v a 2) qoidalar bo’yicha topiladi.

Agar (3) ning o ’ng tom onida ko’rsatkichli funksiyalar, sinuslar, kosinuslar va 
ko ’phadlar yoki ulaming butun ratsional kombinatsiyalari turgan bo’lsa, u holda 
uning xususiy yechimini topishda aniqmas koeffitsientlar usulini tatbiq qilish 
mumkin. Bu usul xususiy yechim ning shaklini bilishga asoslangan. Tabiiyki, xususiy 
yechim ning o ’ng tom onning shakliga o ’xshash shaklda izlash kerak. Biroq xususiy 
yechim ning shakli tenglamaning chap tom onigaham  bog’Iiq bo’ladi.

a va b lar o ’zgarmas sonlar, P„(x) va Qm(x) mos ravishda darajalari n va m 
bo’lgan ko’phadlar bo’lsin. (3) ning o’ngtom oni

f ( x )  = e“ (Pn (jc)cos bx + Qm (x)sin bx) (4)
ko’rinishda bo’lsa, quyidagi hollar vujudga keladi:

I -hoi. a± ib  (2) ning ildizi bo’lmaganda xususiy yechim

>> =  ( x )  ■ s i n  fax  +  $ ( : < : )  • c o s  fo e )  ( 5 )

ko’rinishga ega, bu yerda Pi ,Q i — /=m ax(«,m ) darajali ko’phadlar.
2-hol. a± ib  (2) ning 5 karrali ildizi bo ’lganida xususiy yechim 

y  = eax- xs(P,(x)-sin fax  +  0 ,(x )  • cosbx'j (6 )

ko ’rinishga ega.



Наг ikki holda ham P„Q, ko’phadlaming koeffitsientlari aniqmas koeffitsentlar 
usuli yordamida topiladi.

Misol. Quyidagi bir jinsli tenglamalarning umumiy yechimini toping.
a) y"-5y'+(iy = 0. b) /" + 6 У + 1  )y'+6y = 0. 
c ) y ”-10y+25y=0. d ) y ”+2y+5y=0.
Yechish. a) Bu tenglama uchun r 2 -  5 r + 6 =  0 xarakteristik tenglama 

rx = 2 , r2 = 3 ildizlarga ega, shuning uchun umumiy yechim ushbu ko’rinishda 

bo’ladi: у  = Cte2x + С2егх
b) Berilgan tenglama uchun xarakteristik tenglama:

г1 + 6гг +1 \r + 6 = 0 ko’rinishda bo’ladi. Chap tomonini ko’paytuvchilarga ajratib, 
(r + l) (r2 + 5r + б )=  0 ni hosil qilamiz, bu yerdan rx = —1, гг = -2 , r3 = -3 . 

Differensial tenglamaning umumiy yechimi:
у  = Cse 1 + С г<? 2x + Съе 3*

c) у-Ю у+ 2 5 у  = 0 tenglamaga mos xarakteristik tenglama r2 -10/- + 25 = 0 
ikki karrali r = 5 ildizga ega, binobarin, umumiy yechim quyidagicha bo’ladi:

у  = (С] + С \х У “
d) y ”+2y'+5y = 0 tenglamaga mos xarakteristik tenglama r 2 + 2r + 5 = 0 ning 

ildizlari rl2 = - l± 2 i  demak, tenglamaning umumiy yechimi:

у  -  e~x(Ct cos 2* + C 2 sin 2x)
Masala. 1 g massali zarra A nuqta tomon shu nuqtadan zarracha bo’lgan qadar 

masofaga proporsional bo’lgan tortish kuchi ta ’sirida to ’g ’ri chiziqli harakat qilmoqda.
1 sm masofada 0,1 Dina kuch ta ’sir etadi. M uxit qarshiligi harakat tezligiga 
proporsional va u tezlik 1 sm/s bo’lganda 0,4 Dinaga teng. t =0 boshlang’ich 
momentda zarra A nuqtadan 10 sm o’ngroqda joylashgan va tezlik 0 ga teng. Yo’lning 
vaqtga bog’lanishini toping.

Yechish. Zarraga ikkita kuch ta’sir etadi: F. — kxx  va F2 = k2 — , bu yerda x-t
dt

momentda o ’tilgan yo’I, -^ -tez lik . k\ v a k2 lami

A L  = o ,i= * ,

^ L  = o ^  = *2

shartlardan topamiz: kt = 0,1; k2 = 0,4.
/•] -tortish kuchi sifatida manfiy bo’ladi. U holda ushbu harakat tenglamasi:

m^—%- = - F .- F 2 m=\ da 
dt2 ' 2

~ т  = -0,1л:- 0 ,4 —  yoki + 0,4—  + 0,1л = 0 ko’rinishga ega bo’ladi.
dt dt dt dt



Bu tenglamaga mos xarakteristik tenglama r 2 +0,4/- + 0,1 = 0  b o ’lib, uning 
ildizlari r, 2 = -0 ,2  + 0,245/ dan iborat. Demak, tenglamaning umumiy yechimi 

x = e 0,:!'(C | cos0,245f + C2 sin0,245<) bo’ladi. 
dx

*|,.° = 10, — 1,_0= 0 shartlar 

j C ,  =  1 0 ,

j -  0,2C, + 0,245C2 = 0 
tenglamalar sistemasiga olib keladi. Bu sistemadan C, = 10, C 2 =8,16 lam i topamiz. 
Demak, izlangan yechim

jc = e "2j (lOcos0,245; + 8,16 sin 0,245»)
Misol. Quyidagi bir jinslim as tenglamalaming umymiy yechimini toping. 

a) y"-4y'+4y = x 1. b) ly"-y '= \4x .
с) y"+4y'+3y = 9e~J*. d) y”+4y’~2y = 8sin 2x. 

e) y"+y=4xcosx. / )  y"+2y'+5y = e r cos2x.
Yechish. a) Dastlab y"-4y'+4y = x 2 tenglamaga mos bir jinsli y"-4y'+4y=Q 

tenglamaning umumiy yechimini topamiz. Uning r 1 -  4r + 4 = Q xarakteristik 
tenglamasi r)2 =2 karrali ildizga ega, shuning uchun umumiy yechim  ushbu 
ko’rinishda yoziladi:

у  = е2х(С1+Сгх).
Agar a=0 va b=0 bo’lsa, (4) da f ( x )  = P„{x) ko ’rinishda bo’ladi. Bu holda (5) 

ga ko’ra 0 soni xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmasa, xususiy yechimni 
y  = Q„(x) ko’rinishda, 0 soni xarakteristik tenglamaning.? karrali ildizi bo’lganida esa

xususiy yechimni у  = x ’Q„ (x ) ko’rinishda izlash kerak.
Berilgan tenglamaning o ’ng tomoni 2-darajali ko’phad va 0 soni xarakteristik 

tenglamaning ildizi bo’lmagani sababli, xususiy yechimni у  = Лх2 + Bx + С 
ko’rinishda izlash lozim. N om a‘lum A, В va С koeffitsientlami topish uchun v, ni va 
uning hosilalarini tenglamaga qo’yamiz hamda chap va o ’ng tomondagi 
koeffitsientlami taqqoslaymiz:

2A-4(2Ax+  B)+4(Ax2 + Bx + C) = x 2, A = ~ ,B  = ~ ,C  = -  
v 7 4 2 8

Demak, xususiy yechim: j) = + 4x + з ) .

Umumiy yechim: у  = у  + У = (C, + C2x)e2’ + - (2 x 2 + 4x  + 3) .

b) 7y”-y '= \4 x  tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi:
£ 1

у  = C\ +  Сге ' chunki xarakteristik tenglamaning ildizlari r ,= 0 , r 2 = —. 0 soni

xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo’lgani uchun xususiy yechimni



у  = х(Ах + В) ko’rinishda izlash kerak. Tegishli tenglamalardan A, В lami topamiz: 
A=-7, fi=-98.

Demak, xususiy yechim: у  = C\ + C,e7 -  Ix 1 -  98 jr.

c) y"+4y'+3y = 9e 3r tenglarnaga mos bir jinsii tenglamaning umumiy 
yechimini osongina topamiz: у  = C,e'3x + C2e~x. Agar b=0 bo’lsa, (4) ifoda 

f{ x )  = emPn{x) ko’rinishda bo’ladi. Bu holda a soni xarakteristik tenglamaning ildizi 

bo’lmasa, xususiy yechimni (5) formulaga ko’ra y  = eMQ„(x) ko’rinishda, a soni 
xarakteristik tenglamaning j  karrali ildizi bo’lganda esa xususiy yechimni (6) 
formulaga ko’ra у  = xse“Q(x) ko’rinishda izlash kerak.

Berilgan tenglamaning o ’ng tomoni f{ x )  -  9 е Ъх k o ’rinishida bo’lib, a=-3 

xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bulgani uchun xususiy yechimni y= A xe~31 

shaklda izlaymiz. Bu yechimni tenglarnaga qo’yib, - 2 A e',x ~9e  3rni hosil qilamiz,
9 9

bu yerdan A = . Demak, xususiy yechim: y  = - —xe^x, umumiy yechim:

y = C.e lx + C7e x -~ x e  }x.
( 2

d) y"+4y'-2y=Ssin2x tenglarnaga mos bir jinsii tenglamaning umumiy yechimi:
_  ( - 2 +V 5)ry  = C,eK ’ + C2e '

Berilgan tenglamaning o ’ng tomoni f ( x )  = e°’ / J0(j:)sin2jr ko’rinishida bo’lib, 
' a t bi=2i xarakteristik tenglamaning ildizi bo’lmagani uchun xususiy yechimni 

у  -  A cos 2л -  В sin 2x shaklda izlaymiz. Bu ifodani berilgan tenglarnaga qo’ysak,
( -  6A + 8/?)cos2.r -  (бВ + 8/i)sin 2x = 8sin 2x 

coslx  va sinZir oldidagi koeffitsientlami tenglab, A va В lami topamiz:
Л 16 « 12 ™ _ 16 „ 12 . „

25 2 5 ’ m ’ xusus|y yechim ,y = - — co s2j c - — sin 2.x, umumiy

, .  „  16cos2x + 12sin 2x 
yechim у  = C.e ' ' + C ,e ' 1 ---------------------------- .

25
e) у ’ + у  -  4xcosx tenglarnaga mos bir jinsii tenglamaning umumiy yechimi: 

y  = Ct cos^ + C2sin^. а-> b r  i xarakteristik tenglamaning oddiy ildizi bo’lgani uchun 
xususiy yechimni y  = x((Ax+ Z#)cosA: + (C* + i))sinjc) ko ’rinishida izlaymiz. А, В, C, 
D lar uchun mos tenglamalami yechib, A= 0, B= 1, C= 1, D= 1 lami topamiz. Demak, 
xususiy yechim: у  = x cosjc + x2 sinx , umumiy yechim:

y = C, cos л: + C2 sin x + дгсо5д- + x! sin x .
f) y"+2y'+5y = e x cos 2* tenglarnaga mos y ’ + 2y  + 5y = 0 tengiama uchun 

r 2 + 2r + 5 = 0 xarakteristik tengiama r[2 = -1  ± 2i ildizlarga ega. Shuning uchun, 
mos bir jinsii tenglamaning umumiy yechimi:



у  = (С, cos 2х + С2 sin 2х)е х, a + bi = - \  + 2i son xarakteristik tenglamaning oddiy

ildizi bo’lgani uchun xususiy yechimni y  = x(A cos2x + B sin 2x )e '*
ko’rinishda izlaymiz. N om a'lum  A va В koeffitsientlami topish uchun у  ni va uning

hosilalarini tenglamaga qo’yib va e  1 ga qisqartirib, bu yerdan .4=0, ® = Demak, 

у  -  ~xe~’ sin 2 x . Shunday qilib, umumiy yechim:

у  = (С, cos 2л + C2 sin 2x)e~x + — xe~x sin 2x.

Misol. Ixtiyoriy o ’zgarmaslami variatsiyalash usulini tatbiq etib, quyidagi 
tenglamalami integrallang.

а ) y"+y =— l— ; b) y 9- y ' - e Zx cosex; с) y ^ + y '^ ? - ^ - .
COS X  X

Yechish. a) M os bir jinsli y ' + y  — Q tenglamaning umumiy yechimi: 
у  = C ,(x )cosx  + C2(x ) s in x . O’zgarmaslami variatsiyalab, xususiy yechimni 
у  = C ,(x)cosx + C2(x)sin  x  ko ’rinishda izlaymiz. C ,(x) va C2(x) lar (II bob 2-§ dagi
(3) ga ko’ra)

C, ’(x )cos x + C2 '(x)sinx  =  0,

-C, '(x )s in  x + C2 \o ) cosx =
cos x

sistemani qanoatlantiradi. Bu sistemadan С, '(x) = — ^ — va C. '(jc) = — kel i b
cos x  cos л

chiqadi. Integrallash ushbuni beradi:

c i(JC) = ~ ^ ~ T “ ’ C2{x)=tgx.
2 cos x

~  - 1 sin2x - l  + 2sin2x cos2x
Demak, у  = ----------- + -------- = -----------------= ------------.

2 cosx cosx 2 cosx 2 cosx

Umumiy yechim: у = у  + y  = C, cosx + C. sin x -  .
2 cosx

b) y " - y ' - e 2x co se1. Eng oldin mos bir jinsli y ’ -y  = 0 tenglamaning umumiy 

yechimini topamiz: r 2 -  r = 0 ,r{ = 0 ,r2 = 1, y = Ct(x) + C2(x)ex. Xususiy yechimni 

y = C](x) + C2(x )e ' ko’rinishda izlaymiz. Bunda C,(x) va C2(x) lar ushbu

[C, '(x )0  + C2 '(x)e* = e2x cose ' 

sistemadan aniqlanadi. Bu sistemadan quyidagilarga ega bo’lamiz:
C, '(x )  = - e 2x co se1, C2 '(x ) = ex cose*,

C, (x ) = ~ex sin ex -  cose1, Сг (x ) = sine1.
Bundan berilgan tenglamaning umumiy yechimini topamiz:



y - - e  sine -c o se  +e sine = -co se  ,

^  = ^  = + C2ex - cose*. 
x  — 1c) y'"+y" = — — Berilgan tenglamaga mos bir jinsli _y” + _y" = 0 tenglamaning 
x

umumiy yechimi:
r 3 + r 1 =0 , r2(r+  l)= 0 , rl2 =0 .r3 = - l , y  = C, + C2x  + C3e“' .

Xususiy yechimni у  = Ci(x) + C1(x )x  + C}( x ) e “ ko’rinishda izlaymiz. 
С, (x), С j (x), C,(x)lami

c ; ( x ) + q ( x ) +c ;(x )e -* = о

0 + C2(x)l - C j{x)e~* = 0 sistemadan topamiz: 

x - \0 + C'2(x)0  + C'3(x)e  *=-
x

c ; ( x ) = - i + ±  '  c , ( * ) = - x - j + c , .

= C2(x) = ln|x| + - U c 2,

C3( x ) ^ ~ e \  C ,(x) = -U ' + C3.

Topilgan ifodalarni hisobga olib, umumiy yechim ni yozamiz: 

y  = - x ~  — + x ln |x |+ l+  —= 1 - х  + дг1п|лг|,

y - y  + y  = Cl +C2x  + C\e ” + 1-дг + х1п|х|.
Quyidagi bir jinsli tenglamalaming umumiy yechimini toping (3.1-3.6).
3.1. y"+3>-' = 0. 3.2. / ' +  4 y ’- 5 y  = 0.

3.3. y ’-16y '+ 64y  = 0. 3.4. y " ~ 4 y ’+ 5y  = 0.

3.5. 4? ~ y  = 3 . 3.6. y '”+ 8 v  = 0.
У'

3.7. >’"t 4y = 0 tenglamaning M 0 ,1 ) nuqtadan o ’tuvchi va shu nuqtaday-x=l 
o’g ’ri chiziqqa urinuvchi integral egri chizig’ini toping.

Quyidagi bir jinslim as tenglamalaming umumiy yechimini toping (3.8-3.19).
3.8. у " + 8 /  = 8лг. 3.9. y ”+ 2 y '+ y  = -2.

3.10. у " + /+ .у  = (х  + х 2)е '.  3.11. j> " + 3 /  = 3x<> 3\

3.12. >'"+4>,'- 2 y  = 8sin2x. 3.13. y " + y  = jc2sin.x:.

3.14. y " -4 y '+ 4 y  = 8 e '2*. 3.15. y ’+ 2y'+ 5y = e ' s i n 2x.

3.16. y “+4y'+3y = 9e 3r. 3.17. 2y"+ 5y' = 29cosx.

3.18. y ”+2>'' = 4e‘(sinx  + cosjc) 3.19. y"+ 4y'+ 5y= \0e 2*cosjc.



Quyidagi tenglamalaming berilgan boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi 
yechimini toping (3.20-3.27).

3.20. y "-4 y '+ 3 y  = 0,.y(0) = 6, ;y'(0) = 10. 3.21. y '-2 y '+ 2 y  = Q, n 0) = 0, y ’(0) = l .
3.22. y ’~2y'+3y = 0, y(0) = l, y'(0) = 3. 3.23. y '-5 y '+ 4 y  = 0, >(0) = 1, j>’(0) = 1. 
3.24. y"+9y' = 6e*', y(0) = 0, _v’(0) = 0 . 3.25. y ’-4y '+5y = 2x2e', y(0)~ 2, y\Q) = 3 .
3.26. y '-2 y '=  2 e \  y{ 1) — 1, y ’(l)- 0.
3.27. y ’+4y = 4(sin2-t + cos2x), y(n) = y \n )  -  In
Ixtiyoriy o ’zgarmaslami variatsiyalash usulini tatbiq etib, quyidagi 

tenglamalarni integrallang (3.28-3.33).

3.28. y ' + y  = —^—. 3.29. y ”+9y  = —r
cosx sin3jc

3.30. у"- 2y'+ у  =  — . 3.31. y"+2y'+y = —  
x xe

3.32. y + y -c tg * .  з з з  y 4 4 y  = _ l _
sin X

3.34. Massasi 200 g bo’lgan yuk prujinaga osilgan. Yuk 2 sm pastga tortilib, 
key in qo’yib yuborilgan. A gar yuk v= lsm/s tezlik bilan harakat qilsa, muxit unga 
]0~37V qarshilik ko’rsatadi. Prujinaning qarshilik kuchi uni 2 sm cho’zganda 100N ga 
teng. Prujinaning massasini hisobga olmay, muxit qarshiligi harakat tezligiga 
proporsional bo’lgan holda yukning harakat qonunini toping.

3.35. 10 kg massali jism ga uni muvozanat holatiga qaytarish uchun harakat 
qiluvchi elastik kuch ta ’sir etadi. Kuch siljishga proporsional va u yuk 1 m siljishga 
20N ga teng. Muhit qarshiligi harakat tezligiga proporsional uchta tebranishdan so ’ng 
amplituda 10 baravar kamayadi. Tebranishlar davrini toping.

II -  bobgn dote mlsol va nns»lal<rnmg j*vobUri.

1.1. y  = x2lnx + Ctx2 + С2х + Сь. 1.2. y  = - ln ( l + tgC,tgx) + -^ln(l + tg J.r) + C2 

13.у  -  (x+ Cy)ln(x+C/) -x -C ,+  Cjx+ С3. 1.4. у  = C,em + C2e " .

1.5. у  =  + | ( *  + С ,f n  + С , . 1.6 . лг = С, + С2у  + Q y 1

1.7. у  = е*(х- 1 )  + С,х + С2; у  = ех(х -1 ) .  1.8. у  + С11пу = х + С2,у  = -1 .

1.9. у  = С, + C .s in jc -A t-— sin2jc;y  = 2 s \ n x - x - — s in 2 л - 1 .2 1  2 л 2
1.10. у  = Сг -a co s (jc  + C ,);> ' = - I ± a ( l - c o $ jc ) .

1 .11. Zanjir chiziq. 1.12. Parabola. 1.13. 5 = ̂ “ , +c l  - V Fm

mgvо1.14. v = .,
j mg + kv0

2.1. (x - \)y" -xy '+ y  = 0 . 2.2. y"- y'clgx = 0 ■ 2.3. (x2- 2 х  + 2)ущ- х 2у ’+2ху'-2у = 0.



2.4. у ' - у  = 0 .2 .5 .  у  = Схе~и +С2{4*2+ 1 ).2 .6 . у  = С,(2д--1) + й -  + д:2.
X

2.7. _у = С, cos(smjt)+C2 sin(sinjc). 2.8. у  -  Ctx + C2x2 + C ,x \
2.9. у  -  Cy +C3 sin;t + sin x In | s inx j. 2.10. у -  C,(ln x — 1) + C2 + л(1л2 х ~ 2 Ы х - 2 ) .

»
2.11. y  = Cxe’ + C2-c o s e ' 2.12. y = C,e''"+C2+ (x2—He*".

2.13. ^ т  = ~ *> zan jim ingosilgan  b o ’lagi, r = ^/(V61n(6 + '/35)s. 2 .14. s = 0, 2/ ’ - ( .

2.15. x = aeu .

y  = C,e'+C2e‘
3.1. y  = Cx + C2e 's\  3.2. ^  = С1е ' + С>-5' .  3.3. >• = (С, + С >)е8' .
3.4. y  = e2'(C ,cosj; + CjSinj:) 3.5. у  = С,е’ +Сгех1>.

3.6. y = Cxe 2' + e'(C2 cos3jt + C, sin3jc) . 3.7. y  = cos2jc + -ism2Ar.

3.8. J, = c i +C1e - * '+ ^ - - .  3.9. у = (С, +C2x)e '  - 2 .
2 8

3.11. у  = С1+С2е - " - ^  + ± У " .

3 12 V- C c ' l t o  I C c |js' 2" 12sln2-t+16cos2-t  
’ 2 25

3.13. >' = ̂ C, + ^ - ^ j c o s j r  + ̂ C, •+ ^  js in x .

3.14. y  = (С, + С2х)е'г' + 4дг2е '2’ . 3.15. у  = e"(С , cos2jc + Сг s in 2 jr)-^ jre 'v cos2x .

3.16. y  = C{e'u +Cte jaw'**. 3.17. y  = C ,+C,e '5''2 + 5smx-2cosJt.

3.18. у  = С, +C2e 21 + j e ' ( 6sinjc-2cosac) .

3.19. y  = e 2'(C ,cos;t + C2sin;0 + 5.re 2's in jc .

3.20. y  = 4e' + 2e,x. 3 .21. у - e '  s in * . 3 .22. у  = e'(cos\[2x + 42 sin42.x). 3 .23. y=ex 

3.24. y  = -^(cos3jc + sin3 jr-e ’*). 3.25. y  = ?2t (cosjt-2sin2^) + (jt + l)2? '.

3.26. y  = e2x l -2e '  + e ~ l . 3.27. y = 3ffcos2Ar + -^sin2Ar + Ar(sin2jc-cos2jr).

3.28. у  = С, cos x + C2 sin x + x sin x + cos x In | cos x | .

3.29. y  = Ccos3x + C2sin3x —лесов*-* -sin jrln |s in3 j:|.

3.30. у  = CxeT + C2xe* +xe’ In | x\.  3.31. у  = Cxe~x +C2xe~x + xe ' In | x | .

3 .32. j ’sC .cosjr + CjSinjr + sm x ln l/g ^ l.

3.10. y = e ■Д л/зС, sin— дг + С, cos— x 
2 ‘  2

, x ‘ x \
+ Т~з + з



3.33. у  — С, cos 2х+ С2 sin 2х-  cos 2х In \ sin х | - ( х  +■ 0,5ctgx)sin 2 х .
3.34. S  = e“° I45'(2cos]56,Ы + 0,00313sin 156,6/).

3.35. Г = |^ , / ( 6 ? г ) г + 1пМ0.



Ill BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR VA M aple KOMPYI TER 
DASTURI t ^

1-8. Differensial tenelamalarni analitik yechish . 1 Ч

Differensial tenglamaning umumiy yechimini topishda Maple da 
dsolve (de,у (x)) buyrug’i qo’llaniladi, bu yerda de - differensial tenglama, 
y(x) - noma'lum funksiya. Differensial tenglamada ishtirok etadigan hosilalalami 
ifodalashda diff buyrug’idan foydalaniladi. Masalan, y"+y~x tenglama 
diff (y(x) ,x$2)+y(x)=x ko’rinishda yoziladi.

Maple da umumiy yechimda ishtirok etadigan ixtiyoriy doim iylar _C7, _C2, ... 
kabi belgilanadi.

Misol. a) у ' +>x;osjt- siпдсо&лг; b) y"-2y'+y=sinx+e~* tenglamalaming umumiy 
yechimlarini toping.

Yechim.
a)
j > restart.;

> de:=diff (y(x) , x) +y (x) *cos (x) =sin<x) *cos (x) ;
de: = \ —  y(x) ] + y(x)cos(x) = sin(jr)cos(jc)

Idx J
> dsolve (de,y (x) ) ;

y(x) = sin( jc) — 1 + e(~5'"(jr,)__C J 

Demak, umumiy yechim : y{x) = sin (x)-  I + _C  /.
>)
> restart;
> de:=diff (y (x) , x$2) -2*diff (y (x) ,x) +y (x) =sin (x) +exp (-x) ;

de'A  ~ 2  y(X) j -  2f  + = sin(JC) + e< r>

> dsolve <de, у (x) ) ;
1 . . .  • 1 .« ,)y(x) = _CIe‘ + _C2ex x + — cos(x) + — e'

•emak, umumiy yechim : y(x) = _C lex + _C2exx + ^cos(x ) + ̂ e ( x>.

fisol. y+l^y=sin(_qx) tenglamaning q^k  va q=k (rezonans) hollarda umumiy
;chimini toping.
rchim.

> restart,- de:=diff(y(x) ,x$2)+кл2*у (x) =sin(q*x) ;

de:=

> dsolve(da,у (x));

f  Q1
— y(x) | + k2y(x) = sin(gjc)



1 cos((* + g)jc) | 1 cos((k-q)x)\
. Л ч 2 k + q 2 k - q  JУ(Х)=±--------------- 2 _  f  _ /

к
1 sinC(A -  ^)jc) 1 <in((k+q)x) , $(кх)
2 k - q  2 k+ q  1

+ _C /sin(far) + _C2cos(Ax)
к

Endi rezonans holini ko ’ramiz:
> q : = k : d s o l v e ( d e , у ( x ) ) ;

, ,  ч2 . , ,  „ ( cos(fac)sin(fcc) + — kx |cos(far)
_ I cos(kx) sm(kx) [  2  2  j  '

* }~ 2 k2 k 2
_C7sin(far) + _C2cos(kx)
Differensial tenglamaning fundamental yechimlarini topishda Maple da 
d s o l v e  (d e , у  (x) , o u tp u t = b a s i a )  buy rug’i qo’llaniladi.
Misol. ym+2y"+y=0 tenglamaning fundamental yechimlarini topamiz:

Yechim.
> d e : = d i f t ( y ( x ) ,x $ 4 ) + 2 * d i £ £ ( y ( x ) , x $ 2 ) + y ( x ) = 0 ;

> d s o l v e ( d e ,  y ( x ) , o u t p u t = b a s i a )  ;
[cos(jt),sin(jc),.xcos(;t),jrsin(jc)]

Demak, fundamental yechimlar: [cos(jt),sin(.*),Jccos(jr),jrsin(;c)].
Koshi masalasini yechishda d s o lv e < { d e ,c o n d ) , y ( x ) ) buyrug’i qullaniladi, 

bu yerda co n d  -  boshlang’ich shartlar. Yuqori tartibli tenglamalar uchun 
boshlang’ich shartlarda ishtirok etgan hosilalalar uchun n(y) (birinchi tartibli hosila 
uchun) va (и-chi tartibli hosila uchun) operatorlari qo’ llaniladi. Masalan ,
У(1)=0, y"(0)=2 shartlar mos ravishda D(y)(\) = 0 va (D@@2)(y)(G) = 2 kabi 
yoziladi.
Misol. Koshi masalasini yeching: У 4)+У'=2сояг, y 0 ) = - 2 ,y ( 0 y  1,У'(0)=0,У"(0)=0. 
Yechim.

> d e : = d i f f  (y  (x) , x $ 4 )+ d i£ £  (y  (x) , x$2) = 2 * c o s  (x) ;

> c o n d := y ( 0 ) = - 2 ,  D ( y ) { 0 ) = l ,  (D802) (y) (0 ) = 0 , (D0 @3) (y) (0 ) =0 ;
c o n d -y(0)=-2, D (y)(0)=l, (D(2)Xy)(0)=0, (Dl3))(yX0)=0 

> dsolve({de,cond),у (x)); 1
y .x )= -2cosU)-j:sinU)+x 

Demak, Koshi masalasi yjt)=-2cos(.!E)-Jtsin(jr)-t-jc yechimga ega.



2-§. Differensial tenglamaUrni taqribiy yechish va tasvirlash

K o’pincha differensial tenglamalami yechimlarini analitik ko’rinishda topish 
imkoniyati bo’lmaydi. Bunday hollarda yechimlami Maple dasturi Teylor formulasi 
shaklida aniqlashga imkon beradi.

Bunda Maple da dsolve(de,y(x) , series) buyrug’i qullaniladi. Bundan 
oldin O r d e r : = n  buyrug’i yordamida ko’phadning darajasini belgillash m o’mkin. 
Misol. у  = y  + xey, y(0) = 0 Koshi masalasini taqribiy yeching .
Yechim. n =5 deb olamiz.

> restart; Order:=5:
> dsolve({diff(y(x),x)=y(x)+x*exp(y(x)) ,y(0)=0),y(x), 

type=series);
y(x) = - x 2 + - X s + -  + 0 ( л 5)

2 6 6

Boshlang’ich shartlar berilmagan holna qaraylik.
Misol. y’\x )-y i(x)=e xcosx.
Yechim. n =4 deb olamiz.

> restart; Order:=4: d e :=diff(у(x),x$2)- у(х)л3= 
exp (-x) *008 (x) :
> f:=dsolve(de,у (x),series);
/  := y(x) = y(0) + D(yXO)x + j^y(0)3 + 1  jx 2 + y (Of  D ( y m  -  £ j  *3 + 0(д:4)

F.ndi Х 0)= 1,У(0)=0 boshlang’ich shartlarni beramiz:
> у (0) : =1: D(y) (0) :=0:f;

>̂ (лг) = 1 + jc2 -  —Jt3 + 0 (jc4)
6

Qulaylik uchun taqribiy va aniq yechimlami bitta chizm ada bir-biri bilan solishtirish 
maqsadga muvofiq. Buni / - /  = 3 ( 2 - * 2)s in jt , y ( 0 ) = l ,  / ( 0) = 1, y ’{0) = 1 Koshi 
masalasida kuzataylik:

> restart; Order:=6:
> d e :=diff(y(x),x$3)-diff(y(x) ,x)=3*(2-хл2)*sin(x) ;

> cond:=y(0)=l, D(y) (0)=1, (D@@2) (y) (0)=1 ;
cond - y(0)=l, D(y)(0)=l, D(2,(y)(0)=l

> dsolve({de,cond),у (x));
21 з  7  з

y{xY-=— cos(x)~—x 2 cos(x) + 6xsin(jr) - 1 2  + — e ' + —e<' ,)

>yl:=rhs(%) :
>dsolve((de,cond(,y(x), series);



y(jc)= 1 + x  + — x 2 +—xy + — x A + — X3 + 0(jr6)
2 6 24 120 

> convert(%,polynon): y2:=rhs(%):
> p l :=plot(yl,x=-3..3,thickness=2,color=black):
> p 2 :=plot(y2,x=-3..3, linestyle=3,thickness—2, 
color=blue):

> with(plots): display(pi,p2);

Maple izoklinalar yordamida bitta rasmda bir nechta Koshi masalalaming integral 
egri chiqlarini yasashga ham imkoniyat beradi.
Masalan, y ' = c o s ( jc -y )  tenglama uchun y(0)=0, y (0)= l, y (0 )= -l, y(0)=-0.5 , 
y(0)=4, X 0)=2, y(5)=2 boshlang’ich shartlarga mos bo’lgan 7 ta integral chiziqlami 
turli ranglarda (black, gold, red, green, blue, coral, magenta) tasvirlasa bo’ladi:
> restart:
> with(DEtools):
> diff(y(x),x) = cos(-y(*)+x) ;
> phaseportrait (D(y)(x)=cos(y(x)-x),y(x),x=-Pi..Pi,[[y(0)=0],
[y(0)=l], [y(0)=-l], [y(0)=-.5], [y(0)=4], [y(0)=2],[y(5)=2]], 
>color=cos(y-x) , linecolor=[black,gold,red,green,blue, coral, 
magenta],arrows=medium); <

— y(*) = co s(-y (* ) + x)
ox



MuaUqtf fab Ochnn lndivkla«l va/lfabr.

I. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping.

1.1. A xdx  -  3 ydy  = 3x2ydy  -  2xy1dx. 

t .3. -y/4 +  y 1 dx  -  ydy  =  x 2ydy.

1.5. 6xdx  -  6ydy  =  2 x 1ydy  -  3xy2dx.

1.7. {e2x± 5 }d y  + y e 2x dx = Q.

1.9. bxdx -  6ydy  =  3 x2ydy  -  2xy2dx.

1. 11. > '^4 +  e ' ) c f y - e ' r cfe =  0 .

1.13. 2xdx  -  2ydy  =  x 2ydy  -  2 xy2dx.

1.15. (e x + &)dy -  y e x dx = 0.

1.17. 6xdx  -  yafy =  y x 2dy -  3xy2dx.

1.19. ( l  +  e x ) y  = y e x.

1.2 1 . 6xdx -  2ydy -  2y x 2dy  -  3xy2dx.

1.23. ( з  +  е * )> У  =  e*.

.25. xdx -  yd y  = y x 2dy -  x y 2dx.

.27. ( l  + ex^yy ' ~ e x .

.29. 2xdx  -  yd y  = y x 2dy -  xy2dx.

1.2. x-v/l + У  +  yy'yj 1 +  x 2 =  0 .

1.4. yj3 + y 2dx -  yd y  -  x 2ydy.

1.6 . x^3  + y 2dx + y\l2  + x2 dy = 0 .

1. 10. дг-у/5 + / Л  + y \j4 + x 2dy = 0 .

1.12. \ } 4 - x 2y '  +  л у 2 +  x  =  0 .

1.14. x ^ 4  + У cfr + _vV 1 +  x 2rfy = 0.

1.16. ^5  + У  + y 'y y jl-x 2 = 0.

1.18. _ v ln j  +  xy ' =  0 .

1.20. V T ^ x ^ y  +  x y 2 + jc  =  0 .

1.22 . jn(l + In >-) +  jcy' =  0 .

1.24. ■Jb+~y2 +  > i\~ x 2y y ' =  0.

1.26. л/5 + >'2«Л: + 4 (х 2у  + >’)с(у = 0 . -

1.28. з (х 2.у + y)dy + 42 + У  dx = 0.

1.30. 2 x  +  2 x y 2 +  J 2 - X 2У  =  0.



, у 2 , у  „ , 3 v 3 +  2y x 2
2 .1. /  =  ^ -  +  4 ^  +  2 . 2 .2 . xy  =

x 2 x  2 y 2 + x 2 

2.3. У  =  £ i Z ,  2.4. x y ' =  -Jx2 +  y 2 +  y . 
x - y

2.5. 2У  = ~  + 6 —+ 3. 2 . 6 . ^ . 3 у -г+ ^ ; .
x 2 X 2y  + 2x

2.1. y' = X* . 2.8. xy'= 2у[хГ+ у 1 + y.
2 x - у

^ , У2 п У a > 3 y 3 +  6y x 2
2.9. 3 v  — — ■ +  8— +  4. 2.10. xy  =  ~——i— =Ц-.

x 2 x  2 y  + 3x 

2 .11 . y '  =  *- + . 2. 12. xy ' = J 2 x 2 +  y 2 + y. 
x  - 2xy  

, v 2 ^ у  ,  , 3 v 3 +  8y x 2
2.13. у  =  ~  + 6 — +  6 . 2.14. x y ' =  - ^ —

x 2 x  2_y + 4 x  

2.15. y ' ■+ 2-X-V- ~ ^ 2.16.  xy  = 3yjx2 + y 2 +y. 
2 x2 - 2 x y  

^ i У2 с У о ( З у 3 +1 О ух2
2.17. 2у  =  г- +  8— +  8 . 2.18. х у  = - ^ — 5-----------=Цг-.

х 2 х  2 у  +  5х  

2.19. у  = Х 2.20. ху  =  3yj2x2 + у 2 +  у. 
Зх  - 2 л у

2 .21 . у '  =  —  +  8 — + 12 . 2.22. л у ' = 3:И + 1 2 ^ -.
х 2 х  2у  +  6х  

2.23. у ' = 2.24. xy ' =  2yj3x2~+~y2 +  у. 
х  - 4  х у

х  - б х у

х 2 X

2.25. 4 у ’ =  + 1 0 — +  5. 2.26. ху  = : ,  , . 
х 2 X 2 у  +  7 х

2.21. у '=  Х +2Х у~ 5-^- .  2.28. х у ' =  4 ^ /х 2 + у 2 + у .

2 ___________
2.29. З у ' =  ^ у  +  10— + 10. 2.30. х у '= 4yJ2x2 + у 2 + У-



. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping. 
, дг +  2 y  -  3 r

X y - ~ ^ Z T -

3.

3.1. y
2x  - 2

3.3. y  = f c £ z l .  
3jc +  3

3.5. y  = j L t - y ~ 2 ,

3 . 7 . y  = ^ ± Z z i .  
3 * - _ у - 8

3.9. y  = - i z ± l _ .  
2x + у - I

3.11 . y  =  £ z j j j + 3  
- 2л; - 2

3.13. y  =  j £ t 3y - 5, .  
5jc- 5

3.15. y ^ ^ - j  
5* -  j / - 4

3.17. у  = £ ± 2 ^ ~ . 3
x  — ]

3.19. y  = - i ^ ± l _ .  
4 jc +  3_v — I

3.21 . y  = £ ± Z ± l  
X +1

3.23. y  =  i £ ± Z z l  
2x - 2

3.25. y  =  £ ± ^ - 6 
I x - y - 6

3.27. у  =  — +
2x — 2

3.29. y  = - ® Z z l _ .
5л; +  4 y  -  9

x  +  y - 2  

2 jc —2
,  . , 2 >> -  23.4. ^  = — - --------.

x  +  .y - 2

3.6. y  =  j f ± y - 3 . 
jc — I

3.8. у  =  £ ± 1 ^ ± 1  
3 * - 6

3.10. У
4 x  — _ y -3

3 .1 2 . / = J Z ± * y ~ 9 '
1 Ox -  у  -  9

3.14. У  =  — —  
Здг +  2 ^ - 7

3.16. y '  = Z Z .? x  + 3 ' 
x - l

3.18. У  = ^ 1 у - \  
x  + \

3.20. y  = ̂ ± ^ - 5  
6л: -  у  — 5

3.22. v ' =  2-Х + У ~ 3 
A x - 4

3.24. У  = ------- У- — _
2 jc +  2 / - 2

3.26. y  =  £ ± Z z l .  
x - 2

3.28. y  =  f c 2 f ± l  
Здг +  3

3.30. y = £ ± 6 ^ z Z



4. Koshi masalasining yechimini toping.

4.1. y ' - y / x  = x \  Я 1 )  =  0.

4-2. у

4.3. у

4.4. у

4.5. у

4.6. у

- y c tg jc  =  2 x s in x ,  y { i t j 2 )  =  0 . 

+  >>cosjr =  —s i n 2x, >>(0 )  =  0 .

+  ̂ t g x  =  c o s2x , у ( я / 4 )  - 1/ 2 .

У^  +  2 = x 2 + 2 ^ ,  j / ( - 1 )  =  3 /2 . 

. - L - y  = e'(jc + l), Я ° )  = 1-

4.7. у ' — — — x s i n x, =

4.8. _y +  — =  s m x , W tt) =  — .
X  7Г

4.9. y ' + ^ -  = X2, y ( l )  = l.

4.10. у

4.11. у

4.12. у

4.13. у

4.14. у

4.15. у

2х 2х , ч 2

- ^ ^ у  =  5, > ( 2 ) . 4 .

у  JC +  1 х / л
+  — = -------е  , И 1)  =  е .

х  х

- i = - 2 l i ,  , ( > И -
X X

"  =  “ 7 .  И 0  =  4 .л: X3

+ ̂ У  = х \  у (  1) =  —5 /6 . 

У .4 .1 6 . /  + £  = 3х, у(1)  = 1-



4 . 1 7 . У - - ^  =  1 + Х2, у {  1) =  3.
1 +  х

у' + ~ ^ - у  = 1, у ( \ )  = \.

4.19 , у  +  ̂  =  А  ^ ( 1)  =  , .
X X

4.20. у ' + 2ху -  - 2 х 3, y ( l )  =  е_ | .

4.21. /  +  - 7 ^ _ т - £ ,  > .(0 )  =  —.
2 ( 1 - х 2)  2 '  '  з

4.22. у ' + ху  =  - х 3, у (0 )  =  3.

4.23. у  — ( х  +  1)2 , у ( 0 )  =  1.

4.24. У  +  2ху  =  x e 'x2s in x , _у(0) =  1.

4.25. / - 2 > > / ( х  +  1) =  (х  + 1 ) \  у ( 0 )  =  1/2.

4.26. У - y c o s x  =  —s in 2 x , у ( 0 )  =  3.

4.27. У -4 х _ у  =  - 4 х 3, у ( 0 )  =  - 1 /2 .

. У 1пх
4.28. y - L  = -------- , у (1 ) =  1.

X X
4.29. У - З х 2у  =  х 2 (1 + х 3) / э ,  у ( 0 )  =  0.

4.30. y ~ j 'C o s x  =  s in 2 x ,  у ( 0 )  =  —1.

5. Koshi masalasining yechimini toping.

5.1. у 2dx  + (x  + e2̂y^dy  =  0 , _y|^e = 2 .

5 . 2 . ( / е ' + 2 х ) у  =  *  Я _0 =  1 .

5.3. / < / х  +  ( х у -  l)rfv  =  0, y\x̂  = e .

5.4. 2 ( 4 / + 4 > >  —х ) у  =  1, 4 ,  о = 0 .

5.5. ( c o s 2 y c o s 2y - x ) y  =  sin> 'C O sy, y \x=]/4 =  я /3 .

5.6. ( x c o s 2 y  -  /  ) /  =  .у c o s 2 у ,  у \ ^  = л /4 .

5.7. ey2( d x -  2xydy) = ydy, > jr=0 =  0.

5.8. (10 4 / — x ) / =  4_y, y |^ 8 = l .



5.9. dx + {xy — y 3}dy = 0, у |х^ . , = 0.

5.10. ( 3 y c o s 2 y - 2 y 2s \n 2 y -  2 x )y ' = у , y \xЧ6 = л /4 .

5.11. S (4 y 3 + x y - y ) y '  = 1, Я =0 = 0 .

5.12. ( 2 ln  у  -  In2 y )d y  = y d x - x d y ,  = e 2 .

5.13.2(* + / ) У  = ^, y \ I=. 2 = ~ l -

5.14. y 3 ( y  - \)d x  + Зху2 ( у  - 1  )d y  =  ( y  + 2 )dy , y\x=yi = 2.

5.15. 2 y 2dx + (x  + ^ ly}dy  = 0 , =  1.

5.16. {xy + y[y}dy + y 2dx = 0, ^ L _ 1/2= 4 -

5.17. s m ly d x  = {s\n22 y - 2 s m 2 y  + 2 x )d y , у\х̂ г = n j4 .

5.18. { y 2 + 2 y - x ) y '  =  1, у\х Л = 0 .

5.19. 2 y jy d x - [ 6 x y ] y  + l^ d y  = Q, y \x_ 4 = \-

5.20. c?x =  ( s i n y  +  3 c o s j  + 3x)c?y, у \х=к.ц = n /2 .

5.21. 2 ( c o s 2у ■ cos2_y -  x )  У  = s in 2y, y \x ĵn = 5 x /4 .

5.22. ch yd x  = ( l  + x sh x ^ d y , y \x=i= \n 2 .

5.23. ( l  Ъуъ — j r ) y  =  4y, >'|I=5 =1-

5.24. y 2 ( y 2 +  4 )d x  + 2x y ( y 2 + 4 )d y  = 2dy, у \х_ф  = 2.

5.25. (x  + \n2y - \ n y ) y '  = y /2 ,  y\x=2= \-

5.26. (2xy  + 4 y ) d y  + 2y 2dx = 0, y\x ]/2 =  1.

5.27. ydx  + (2 x  -  2 s in 2 >> -  y s in  2y}d y  =  0 , у\х^ г = я /4 .

5.28. 2 (у* -  у  + xy )d y  = dx, y \^_2 = 0 .

5.29. ( l y  + x t g y - y 2tg y )d y  = dx, у\г^ = я .

5.30. 4 y 2dx + (e;l(ly)+ x}d y  = 0, y \x=c = 1 /2 .

6. Koshi masalasining yechimini toping.
6Л. y '  + xy  = ( \ + x ) e x y 2, j ( 0 ) =  l .

6.2 . xy ' + у  = 2 y 2 In x , _y(l) =  1/ 2 .



6.3. 2 (xy ' + y )  = x y 2, у ( l )  =  2 .

6.4. y '  +  4 x 3y  = 4 ( x 3 + l ) e ”4jr y 2, y ( 0 )  =  1.

6.5. xy' — у  =  —у 2 ( ln x  + 2 )  ln x , y ( l )  =  l .

6.6 . 2 ( j / +  л у )  =  ( l  + x ) e  x y 2, y ( 0 )  =  2 .

6.7. 3 (x y '+ y )  = y 2 inx, y ( l ) = 3 .

6.8. 2y' +  у  co s x  = у  1 c o s x ( l  + s i n x ) ,  y ( 0 ) =  1 .

6.9. у  + 4 x3y  = 4 y 2e4x( l  - x 3) ,  y ( 0 )  =  - l .

6.10. 3у  +  2xy  =  2xy~2 e~2x , y ( 0 ) =  - 1 .

6.11. 2xy -Ъ у  =  - ( 5 x 2 +  з)>>3, >’( l )  =  l/> /2 .

6.12. 3xy'+  5y  =  ( 4 x - 5 ) y 4, _y(l) =  l .

6.13. 2 y '+  3 y c o s x  =  e 2* (2  +  3 c o s x ) j '~ 1, _y(0) =  l.

6.14. 3 (x y '+ y )  = x y 2, y ( l )  =  3.

6.15. y ' — y  =  2xy2, y ( 0 )  =  l /2 .

6.16. 2 x y '- 3 y  = - ( 2 0 x 2 + 12)y 3, y (  1) =  l /2 V 2 .

6.17. y ' + 2xy = 2x3y 3, у ( 0 )  =  л/2.

6.18. xy ’+ у  = y 2\nx , y ( l )  =  l .

6.19. 2y ' + 3 y c o s x  = (8  +  l 2 c o s x ) e 2jry “1, y ( 0 )  =  2.

6.20. 4 /  +  x 3y  =  ( x 3 + 8 ) e  2x y 2, y ( 0 )  =  l .

6.21 . %xy - \ 2 y  = - ( S x 2 + 3 ) y 3, _y(l) =  -s/2 .

6.22. 2 ( y ' + y )  = x y 2, y ( 0 ) = 2 .

6.23. +  = ( x - l ) e J' y 2, y ( 0 )  =  l.

6.24. 2 /  +  3 y c o s x  =  - e  2jr(2  +  3 c o s x ) y  v ( 0 )  =  1.

6.25. y ' - y  = x y 2, > ( 0 )  =  1.

6.26. 2 ( x y '+ y )  = y 2ln x , y ( l )  =  2 .

6.27. y ' + у  = x y 2, у ( 0 )  =  1.

6.28. y ' + 2 y c \h x  = y 2ch x , y ( l )  =  l / s h l .

6.29. 2 ( y '+ xy) = ( x - \ ) e *  y 2, y ( 0 )  = 2.

6.30. y ' — y tg x  =  - ( 2 / 3 ) y 4s in x , 7 ( 0 )  =  I .



7. Differensial tenglamaning umumiy integralini toping.

7.1. 3 x 2 ey dx  + ( x 3ey- t y d y  =  0 .
/

7.2.
2x

3x2 +  —cos 
V У У

, 2x 2x  
a x ----- - c o s — dy  =  0 . 

У У

7.3. (3x2 + 4 y 2}dx + (&xy + ey }dy  =  0.

7.4. ^ 2 x - 1  -  jci!x -  ̂ 2 y  -  — ja fy  =  0.

7.5. (y 2 + ysec2 x}dx + (2 xy  +  tgx)</y = 0.

7.6. (3x2y  + 2y + 3)dtc + (x3 + 2x + 3y2)c/y = 0.

7.7.
1 1

г H----- h ■ dx + У x
2

4 7 7 7  x  y )  { 4 7 7 7  x  у

7.8. [ s in  2 x -  2 c o s ( x  + y ) \d x  -  2 c o s ( x  +  y )d y  =  0.

7.9. ( x y 2 +  x j y 2 }dx + ( x 2y  -  x 2/ y 3)d y  = 0.

dy  = 0 .

7.10. d x - ^ - d y  =  0 . 
x

7.11. - ^ - c o s —d x ~ \  — c o s — + 2 y  
x  x  ( x  X

dy =  0.

7.12.

7.13.

7.14.

* + y
■ J S + y

1 +  J» '.Л  +  ., - ^

<ix + лс +
V*'+/J

c/y =  0 .

xy
dy = 0.

dx  x  +  y 2

У У
dy = 0.

, . , s . 4 i - 2 l V  = o.

7 .1 6 .1 x e x + ~ \ d x - —dy — Q.

(  1 ^
7.17. 1 O xy---------- dx +

1 s i n y j \
5 ^ + ^ Z - / s i n y  

s in  у
dy  =  0 .



х 2 + у 2X + у

7.19. еу dx + (co sy+  x e y}dy  =  0.

7.20. ( у 3 +  c o s x}dx  + (Зху2 + ey }dy  =  0 .

7.21. л:ey dx+  ̂ x2 у  e** + tg2 y^d y  =  0.

7.22. (S xy1 —x i '}dx + (5x2y - y } d y  = 0.

7.23. £ c o s (л: + у 2) + s in x\^dx +  2 y c o s ( x  +  y 2}dy = 0.

7.24. (jc2 -  4 xy  -  2y 2}dx +  ( y 2 - 4 xy -  2x 2}dy  =  0.

7.25. s i n y + y s i n y  +
V x j

A .  f  1
— \dx+\ x  co s  у  — cos x  н—

\  У )
dy = 0 .

7.26. 1 +  —e 
У

</y dx +1 l - - ^ - e x/y 
У

d y=  0 .

72 7  ( x ~ y ) dx + (x  + y ) dy  ___q 
x 2 + y 2

7.28. 2 (3 x y 2 +  2 х 3)<£с +  3 ( 2 х 2у  +  у 2) а ^  =  0.

7.29. (З х 3 +  6 x 2y  + 3xy2}dx + (2 x 3 +  3x 2y jd y  =  0.

7.30. x y 2dx + y ( x 2 + y 2}dy = 0.

8. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

8.1. y mx ln x  = y ”.
8.3. 2 x y m = y".

1
8.5. t g x - y " - y '  + -------=  0.

s in x
8.7. / " c t g 2 x  +  2 / '  = 0.
8.9. tg x - y "  = 2 y ”.
8.11. x*y" + x 3y  =  1 .

8.13. ^1 +  x 2)y *  + 2xy' =  x 3.

8 .2 . x y m +  /  =  1 .
8.4. x y ” + y" = x  + 1.

8 .6 . x 2y" + xy' = 1.

8.8. х У  +  Х2/  =  1.
8.10. y mcth  2x  =  2y ”.
8 .12. x y m + 2y" - 0 .

8.14. x sy m + x 4y" = 1.

8.15. x y m- y "  + -  = 0.
X

.16. x y ” + y" + x  = 0.



8.17. th  x  ■ y ' v = y m.
8.19. y " \g x  = y* + \.

8.21 . / t h 7 x  =  7y.
8.23. c th x  • y ’ - y '  + — — = 0.

chjc

8.25. ( l  +  s i n x ) j ”' =  C0SJC->’’.

8.18. xy "  + y" = yfx.
8.20. / 4 § 5 х  =  5y".

8.22. x 3y m + x 2y " - y f x .

8.24. ( x  + l ) /  +  y"  =  (x  + 1 ) .

2
8.27. - x y m + 2 y ' = - T .

x

8.26. x y "  +  /  =  -7 = .
yjx

8.28. c th  xy ’ + y '  =  ch  x.

8.29. x 4y" + x 3y ' -  4 . 8.30. y"  + - z -----y ' = 2x.
x  +1

9. Koshi masalasining yechimini toping.

9.1. 4 y 3y ’ = y 4 - 1 ,  y (0 ) = j 2 ,  y ( 0 )  =  l / (2 V 2 ) .

9.2. у  = 1 2 8 / ,  у ( 0 )  = 1, У (0 )  = 8.

9.3. У / + 64  =  0, y ( 0 )  = 4, / ( 0 ) = 2.

9.4. у +  2 sin ;ycos3 .y = 0, y ( 0) = 0 , У ( 0 )  =  1.

9.5. у" = 32sin 3 j>cos_y, y ( l)  = x /2 ,  / ( l )  = 4.

9.6. у  = 9 8 / ,  j ( l )  = l, У (1 ) = 7.

9.7. У / +  49  =  0 , у(Ъ) = -7 ,  У (3 )  =  - 1 .

9.8. 4 / У  = 1 6 / - 1 ,  y(Q) = y/2/2, y '(0) = \ / j 2 .
9.9. у  + 8 sin  ^ c o s3 ^  =  0, j>(0) = 0, У ( 0 )  = 2 .

9.10. У  = 7 2 / ,  ^ ( 2 )  = 1, У (2 )  =  6 .

9.11. / /  + 3 6  =  0 , j>(0)  = 3, У (0 )  = 2.

9.12. у ’ =  18 s in 3 j c o s y ,  у ( \ )  = л /2 ,  У (1 )  =  3.

9.13. 4 / У  = / - 1 6 ,  у ( 0) =  2>/2, У (0 )  =  1/V 2.

9 . 1 4 . у  =  5 0 У , 7 ( 3 )  =  1, У (3 ) = 5.
9.15. у /  + 2 5  =  0 , у (2 )  = -5 , У ( 2) =  - 1 .

9.16. У  +  18sin  j c o s 3 у  = 0, _у(0) = 0, У ( 0 )  =  3.

9.17. у  = 8 s in J y c o s j ,  > ( l )  = ж /2 , y ( l )  = 2.

9.18. У  = 3 2 / ,  у ( 4 )  =  1, У (4 )  = 4.

9.19. У /  + 1 6  =  0 , j ( l )  = 2, У 0 )  = 2 -

9.20. У +  3 2 s in > ’c 0 s 3 у  =  0, j ( 0 )  = 0, У ( 0 ) =  4.



/ ( 1 )  = 5.

У  0 ) = 3 -
у ( 0 )  =  лУ2 , У ( 0 )  =  л /2 .

у ( 0 )  =  0, У ( 0 )  = 5.

/ ( 0) = 2. 
у ( 0 ) = - 1, У ( 0) = - 2 . 

У (1 ) = 1.

У (  0 ) =  >/2 .

1.
10. D ifferensial tenglam aning um um iy yechim ini toping.

10.2. y m -  у ' = 6x2 +3x.
10.4. y 'v -  3y m + 3У  -  у ' = 2л:.

9.21. У  =  5 0 s in J y c o s y ,  у { \)  = я /2 ,

9.22. У  =  1 8 / ,  y ( l )  =  l , У ( 1) =  3.

9.23. у /  + 9  = 0, у (1 )  =  1,

9.24. / У  = 4 ( / - 1 ) ,

9.25. у " +  5 0 s in y c o s 3y  =  0,

9.26. у  = 8/ ,  у (0 )  = 1,

9.27. у 'у 3 + 4  = 0,

9.28. у ’ = 2 sin3 y c o s y ,  y ( l )  = я /2 ,

9 . 2 9 . у у  = у - 1 6 ,  y {0 )  = 2 j2 ,

9.30. у  = 2/ ,  _ К - 1)  = 1, y(-l) = 1.

10.1. У ' + З У +  2У  = 1 -  х 2.
10.3. У ' - у ^ х 2 + х .

10.5. у ,у - у я = 5 (х  + 2 ) \

10.7. У '  + 2 У "  +  У  = х 2 +  х - 1.

10.9. З у " ' +  у т — 6 х — 1.

10.11. у" + у  = 5х2 - 1 .
10.13. 7 у м- у "  =  12х.

10.15. У - У  =  3х2 - 2 х  +  1.

10.17. y ' v -  З у "  + Зу"  -  У  -  х  -  3. 

10.19. у "  - 4 у  =  3 2 - 3 8 4 х 2.

10.21. У  + У  = 4 9 - 2 4 х 2.
10.23. у я — 1 Зу" + 1 2 у ' =  х  — 1.
10.25. у - у  =  6х  +  5.

10.6. у 71* -  2 У  + У  = 2х(1 -  х).

10.8. у* - у 7*" = 2 х  + 3.
10.10. у'у + 2 У +  У  = 4 х 2.
10.12. у 11 + 4ут + 4у" = х — х 2.
10.14. у  + ЗУ  + 2У = Зх2 + 2х.

10.16. У  -  У  = 4х2 -  Зх + 2.
10.18. У Г + 2 У  + У  = 12х2-6 х .

10.20. y ,v + 2У  + У  = 2 -  Зх2.
10.22. У  -  2 У  = Зх2 + х -  4.
10.24. у'у + У  = х.
10.26. у" + Зу ' + 2У = х2 + 2х + 3.

10.27. у т -  5у" + 6у  =  ( х  - 1)2. 10.28. y w - Ь у т + 9 у ” =  З х - 1 .

10.29. У - 1 3 У  +  1 2 У  =  18х2 - 3 9 .  10.30. y 'v + у "  = 12х  +  6 .
11. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

11.1. У - 4 У  +  5 У - 2 у  =  ( 1 6 - 1 2 х ) е ~ \

11.2. У - З У +  2y '=  (l - 2x )e * .

11.3. y ' - y ' - y '  +  y  =  (3 x  + 7 ) e 2*.

11 .4. У  — 2 У +  y =  (2 x  +  5 ) e 2x.



11.5. у "  -  З у” +  4 у  =  (1 8 х  -  2 1 )е  *.

11.6. у "  -  5у ’ + 8 у ' - 4 у  = ( 2 х ~  5 )е* .

11.7. У - 4 / +  4 /  =  ( х - 1 ) е \

11.8. у " +  2у"  +  /  =  (1 8 х  +  2 1) е 2дг.

11.9. у "  +  / - У - у  =  ( 8х  +  4 ) е " .

11.10. у я - 3 у ' - 2 у  = -4х-е*.
11.11. у "  — Зу ' + 2 у -  ( 4 х  +  9 )  е 2*.

11.12. у"  +  4У  + 5у ' +  2_у =  ( 12х  + 1 6 )е * .

11.13. у т- у " - 2у ' =  ( б х - 1 1 )е _т.

11.14. у т + у" -  2у ' = ( 6х  + 5 ) е ' .

11.15. у ” +  4у" + 4 у ' =  (9 х  + 1 5 )е * .

11.16. у т -  Ъу" -  У  +  З у  =  ( 4  -  8х )е * .

11.17. у " - у ”- 4 у '  +  4 у  =  ( 7 - 6 х ) е * .

11.18. у т +  Ъу" +  2 У  =  (1 -  2 х )е ~ г .

11.19. у *  -  5у" + 7 У  -  3у  = (2 0  -  1 6х )е  х .

11.20. у ” -  4у"  +  З У  =  —4 х  • е*.
11.21 . у "  -  5у"  +  З У  +  9у  =  (3 2 х  -  32)е~х .

11.22. у "  -  6у"  +  9у '  =  4 х  ■ е * .

11.23. у т- 1  у* + \Ь у ’- 9 у  =  ( 8 х - 1 2 ) е * .

11.24. у " - У - 5 У - 3 > '  =  - ( 8х + 4 ) е дг.

11.25. у ” + 5у"  +  7 у ' +  З у  =  (16 х  +  20)ех .

11.26. у - г у - з у  =  ( 8 х - 1 4 ) е  \

11.27. у "  + 2у" -  З У  =  ( 8х  +  б ) е х .

11.28. у т +  6у" + 9 у ' = (16х + 24)ех .

11.29. у " - У - 9 у '  + 9 у  = (1 2 -1 6 х )е х .

11.30. у т + 4у" + 3у ' =  4 ( 1 - х ) е ‘х .
12. Differensial tenglamaning umumiy yechimini toping.

12.1. У  +  2 У  =  4 e * ( s in x  +  c o s x ) .  12.2 . y " - 4 y '  + 4y  =  - e 2l s in 6x.

12.3. y* +  2 У  =  - 2 e ' ( s i n x  +  c o s x ) .  12.4. y" + y  =  2 c o s 7 x  + 3 s in 7 x .

12.5. У  +  2 у ' +  5 у  =  - s i n 2 x .  12.6. y " - 4 y '  + 8y  = e* ( 5 s in x - 3 c o s x ) .



i 12.7. У +  2 У  = e * ( s in x  +  c o s x ) .  12.8. у"  -  4 y ' + 4 y  = e2x sin  3x.

12.9. у"  + 6 y ' + 13y = e~3jr c o s4 x . 12.10. y ’ + y  = 2 c o s3 x -3 s in 3 x .
12.11. y"  +  2y ' + 5y  =  —2 s in x . 12.12. y" -A y ' + 8_y = e* (-3 s in x  + 4cosx ).

12.13. y ’ +  2 j ' '  =  1 0 e jr( s in x  +  c o sx ) . 12.14. y - 4 y  +  4 y  = e 2* s in 5 x . 

J 12.15. y  +  j  =  2 c o s 5 x  +  3 s in 5 x . 12.16. У +  2 y  +  5.y = -1 7 s in 2 x .

12.17. y ’ + 6y  +13>’ = e  3jrcosx . 12.18. y " - 4 y '+ 8 y  = e*(3sinx + 5cosx).

12.19. y ’ + 2y ' = 6 e Jr( s in x  + c o s x ) .  12.20. y ”—4y'+  4 y  = - e 2xsm4x.

, 12.21 . y ’ + 6 y ' + \3 y  = - e 3xcos5x. 12.22. У +  ^  =  2 c o s 7 x - 3 s in 7 x .

12.23. y ” + 2y ' + 5y  = - c o s x .  1 2 . 2 4 . y - 4 /  + 8>’ =  e)r(2 s in x -c o s x ) .

12.25. У +  2 У  =  3 e jr( s in x  +  c o s x ) .  12.26. У - 4 У + 4 ^  =  e 2j:s in 4 x .

12.27. y '  + 6y' + ]3y = e 3xcos8x. 12.28. у + 2 /  + 5>i = 10cosx.

12.29. У +  ̂  =  2cos4x  +  3sin4x . 12.30. y-4y  +  8j> =  eJ ( - s in x  +  2 c o sx ) .

\
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